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обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с начальными условиями. Решение системы 

уравнений описывается на основе метода Эйлера с контролем шага по времени. Для численного моделирования 

разработано программное обеспечение с графическим интерфейсом пользователя. В качестве примера рассмат-

ривается моделирование всплытия подводной лодки проекта 945 «Барракуда». На основе анализа результатов 

численных экспериментов выявлены закономерности, которые можно использовать для выработки оптималь-
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In article discusses the modeling problems the behavior of underwater vehicles, based on the analysis of which 

it was established that insufficient attention is paid to the influence research of the vehicle configuration on the im-

mersion and ascent processes. The mathematical model development for optimal control of the immersion and ascent 

processes, taking into account the influence of the vehicle configuration on the basis of the accepted assumptions, is 

considered. The mathematical model is a Cauchy problem in the form of a system of second-order ordinary differen-

tial equations with initial conditions. The system of equations solution is described based on the Euler method with 

control of the time step. A software with a graphical user interface has been developed for numerical simulation. The 

ascent process modeling of the project 945 «Barracuda» submarine is considered as an example. Regularities that can 

be used to develop an optimal strategy for controlling the immersion or ascent processes of a submarine are identified 

based on the analysis of the numerical experiments results. 

Keywords: mathematical model, underwater vehicle, immersion, ascent, numerical method, Cauchy problem, 

software 
 

Graphical annotation (Графическая аннотация)  

 

 
 

Введение. Численное моделирование является наиболее распространенным способом, приме-

няемом при исследовании и оптимизации различных объектов и процессов [1–4]. В настоящее время 

все еще актуальными остаются вопросы изучения законов и процессов, связанных с передвижением 

механизмов и управлением ими в плотной среде. Одним из таких вопросов является компьютерное 

моделирование поведения подводных аппаратов с учетом различных факторов. В работе [5] рас-

сматривается имитационное моделирование на основе динамических событий и дискретного време-

ни для расчета уравнений движения подводной лодки. Работа [6] посвящена экспериментальному 

исследованию процесса статического всплытия модели объекта с заданной плавучестью и в задан-

ном положении. В работах [7, 8] моделируется движение подводной лодки под поверхностью льда в 

ледяном покрове. Работа [9] демонстрирует движение погруженного тела с различной скоростью 

вблизи свободной поверхности жидкости. Работа [10] изучает характеристики гребного винта под-

водной лодки в условиях погружения и надводных условиях. В работе [11] моделируется плавучесть 

подводного аппарата с помощью изменения его объема. Работа [12] демонстрирует использование 

вычислительной гидродинамики для решения уравнения с шестью степенями свободы, описывающего 

движение подводного аппарата. Следует отметить, что недостаточное внимание уделяется исследова-

нию влияния конфигурации аппарата на процессы погружения и всплытия. Для оптимального  
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управления процессами погружения и всплытия с учетом влияния конфигурации аппарата необхо-

дима разработка соответствующей математической модели. 

Целью работы является численное моделирование погружения и всплытия подводных аппа-

ратов с учетом их конфигурации (на примере подводных лодок). 

Материалы и методы. Подводная лодка способна плыть при условии равенства ее массы 

массе воды, которую она вытесняет. Вытесненная вода вызывает восходящую силу, называемую 

плавучестью. Плавучесть действует в направлении, противоположном силе тяжести. При погру-

жении под воду или всплытии на поверхность воды подводная лодка должна изменять свою пла-

вучесть. Подводная лодка для контроля силы плавучести, действующей на нее, содержит балласт-

ные цистерны, которые заполняются/продуваются водой/воздухом, чтобы погрузиться/всплыть на 

поверхность. Балластные цистерны располагаются в различных положениях в зависимости от мо-

дели подводной лодки. В нижней части балластных цистерн имеются клапаны (кингстоны), кото-

рые открываются, когда подводной лодке приходит время погружаться. Кингстонный клапан ра-

ботает в сочетании с вентиляционными отверстиями в верхней части цистерны, которые позволя-

ют воздуху, попавшему в нее, выйти наружу. После выхода воздуха вода поступает на дно ци-

стерны, что делает подводную лодку тяжелее и влечет за собой ее погружение. Для реализации 

процесса всплытия осуществляется закрытие вентиляционных отверстий и подача сжатого возду-

ха для выдавливания воды из цистерн через кингстоны, тем самым делая подводную лодку легче.  

При построении математической модели будем исходить из следующих предположений: 

1) сила сопротивления среды прямо пропорциональна скорости движения (обтекание лами-

нарное) и площади миделя; 

2) при вращении лодки в среде сила сопротивления так же прямо пропорциональна линейной 

скорости участка миделя и площади этого участка с тем же коэффициентом пропорциональности, 

что и в предположении 1; 

3) при всплытии с дифферентом можно пренебречь смещением центра тяжести и возникаю-

щими при этом дополнительными вращающими моментами от действия сил трения, возникающи-

ми в результате наличия линейных скоростей; 

4) мощность силы сопротивления при стремлении скорости к максимальному значению 

стремится по модулю к максимальной мощности силовой установки (так как при равномерном 

движении кинетическая энергия лодки не изменяется – суммарная мощность силовых установок и 

сил сопротивления, действующих на лодку, равна нулю); 

5) до начала всплытия лодка двигалась прямолинейно и равномерно; 

6) сила тяги направлена вдоль большой оси лодки и приложена к центру тяжести. 

Пусть положение лодки однозначно задается координатами центра тяжести х, у и дифферен-

том . Введем систему координат для задания сил, действующих на тело, согласно рисунку 1. 

  

 
 

Рисунок 1 – Силы, действующие на движущееся тело 

 

На рисунке 1 приняты следующие обозначения: FT – сила тяги; FA – сила Архимеда; FТр – си-

ла трения; h – начальная глубина погружения по OY; L – расстояние по OХ; vx – скорость по OХ; vy – 

скорость по OY; a, b, c – длина, высота и ширина тела; g – ускорение свободного падения; mн, mк, 

m – масса в носовом и кормовом кингстоне, а также суммарная масса тела; MTр – момент сил тре-

ния при вращении вокруг оси OY; α – угол между вектором скорости и горизонталью.  



CASPIAN JOURNAL: Control and High Technologies, 2021, 4 (56) 

   
 

 

108 

Спроецировав силы FT, FA и FТр на оси OХ и OY и применив 2-й закон Ньютона, получим сле-

дующие соотношения: 

 
где  τ – момент времени. 

Кроме того, лодка вращается относительно горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести: 

 
где J – момент инерции при вращении вокруг горизонтальной оси ОY, проходящей через центр 

тяжести. 

 Сила тяги определяется согласно: 

 
где Pmax – максимальная мощность силовой установки лодки;  

v0, vmax – начальная и максимальная скорость лодки. 

При равномерном прямолинейном движении сила тяги FT равна силе сопротивления FТр,  

которая пропорциональна скорости движения согласно допущению 1. 

Сила Архимеда определяется согласно: 

 
где ρ – плотность среды;  

W – объем тела, описываемого эллипсоидом: 

 
Масса тела в носовом и кормовом кингстоне изменяется с течением времени по закону: 

 
где mk0 – масса в носовом/кормовом кингстонах в начальный момент времени;  

 – скорость перекачки из носового кингстона в кормовой. 

 Суммарная масса тела с учетом центрального кингстона определяется согласно: 

 
где mmin – минимальная масса лодки;  

m0 – начальная масса в центральном кингстоне;  

γ – скорость опустошения центральных кингстонов. 

Поскольку вектор траектории наклонен к большой оси вертикального сечения эллипсоида 

на угол (-), мидель лодки представляет собой эллипс с полуосями с и 

         τφταsinτφταcos 2222  ab . 

Так как сила трения FТр пропорциональна площади миделя Sm, то: 

 
где  minmS  – минимальная площадь миделя; α(τ) рассчитывается как: 
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Для определения момента силы трения MTр разобьем мидель вращения, который представляет 

собой эллипс с полуосями а и с (рис. 2), на элементарные сегменты dx и перейдем к пределу при 

стремлении длины наибольшего сегмента к нулю. 

 

 
Рисунок 2 – Миделевое сечение тела 

 

При расчете рассмотрим четверть миделя и умножим результат на 4, тогда получим, что: 

 
где  ω(τ) – угловая скорость вращения. 

 Момент инерции J относительно оси вращения ОY определим, условно положив, что масса 

воды в кингстонах сосредоточена в точках, масса лодки равномерно распределена по оболочке z 

(см. рисунок 3), уравнение верхней части поверхности которой имеет вид: 

 
 

 
 

Рисунок 3 – Уравнение поверхности верхней оболочки лодки 

 

Тогда площадь оболочки определяется как: 

 
а момент инерции оболочки рассчитывается следующим образом: 
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В таком случае полный момент инерции примет вид: 

 
С учетом формул (4)–(16) перепишем уравнения (1)–(3) следующим образом: 

 
Полученную систему (17) можно свести к задаче Коши: 

 
с начальными условиями: 

 
Решение системы (18) с начальными условиями (19) отыскивается на основе численного  

метода конечных разностей. 

Следует отметить, что моделирование процесса погружения подводной лодки в точности по 

всем физическим законам совпадает с процессом всплытия, с той лишь разницей, что вектора по-

меняют свои направления на противоположные. 

Экспериментальная часть. Решение системы (18) с начальными условиями (19) отыскива-

лось по следующему алгоритму: 

1. Выбрать стартовый шаг по времени d. 

2. Для функций х(τ=0), у(τ=0), vx(τ=0), vy(τ=0), φ(τ=0), ω(τ=0) согласно условиям (19) инициа-

лизировать начальные значения соответствующих элементов массивов: x[i=0]=0, y[i=0]=h, 

vx[i=0]=v0, vy[i=0]=0, fi[i=0]=0, omega[i=0]=0. 

3. До тех пор, пока y[i]>0, вычислять значения x[i+1], y[i+1], vx[i+1], vy[i+1], fi[i+1], 

omega[i+1] по формулам Эйлера [13]: 
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)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 1 idiomegaifiivyivxiyixfdixix   

)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 2 idiomegaifiivyivxiyixfdiyiy   

)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 3 idiomegaifiivyivxiyixfdivxivx   

)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 4 idiomegaifiivyivxiyixfdivyivy   

)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 5 idiomegaifiivyivxiyixfdifiifi   

)τ],[],[],[],[],[],[(τ][]1[ 6 idiomegaifiivyivxiyixfdiomegaiomega   

1 ii  

τττ d , 

где f1, f2, f3, f4, f5, f6 – соответствующие функции в правой части системы уравнений (18). 

4. Шаг по времени d уменьшить в 2 раза и выполнить пп. 2, 3. 

5. Сравнить новое и старое значения x[MaxInd], где MaxInd – индекс последнего элемента в 

массиве х. Повторить п. 4 до тех пор, пока разница между предыдущим и последующим значения-

ми x[MaxInd] превышает точность вычислений ε. 

В результате работы алгоритма массивы x, y, vx, vy содержат координаты точек траектории и 

величины скоростей в этих точках, вычисленные с требуемой точностью. 

Для численного моделирования было разработано программное обеспечение с графическим ин-

терфейсом пользователя в среде Embarcadero Delphi 10.4 Sydney [14]. Данное программное обеспе-

чение предусматривает возможность задания размеров лодки (длина, высота и ширина, м) и началь-

ных параметров всплытия подводной лодки: минимальная масса, кг; максимальная мощность сило-

вых установок, Вт; максимальная скорость, м/с; общее заполнение кингстонов, кг; масса воды в но-

совом и кормовом кингстонах, кг; скорость опустошения и скорость перекачки из носового в кормо-

вой кингстон, кг/с; плотность среды кг/м3; начальная глубина погружения, м; начальная скорость, 

м/с. В результате моделирования программное обеспечение осуществляет расчет следующих пара-

метров: скорости лодки по осям OX и OY, м/с; угол между вектором скорости и горизонталью, °; 

длительность всплытия, с; расстояние, пройденное лодкой в процессе всплытия, м; дифферент, °; 

общая масса лодки, кг; масса воды в центральном кингстоне, кг. На основе рассчитанных парамет-

ров осуществляется визуализация траектории всплытия подводной лодки. 

Для моделирования были использованы параметры подводных лодок третьего поколения про-

екта 945 «Барракуда» по кодификации «Sierra-I», построенных в 1979-1986 годах в СССР [15]. Дан-

ная подводная лодка имела размеры а = 50 м, b = 6 м, с = 4,5 м, минимальную массу mmin = 4·106 кг, 

максимальную мощность силовых установок Pmax = 31,65·106 Вт и максимальную скорость vmax = 18 м/с. 

Расчеты осуществлялись при плотности воды  = 1000 кг/м3 для температуры 4 ºС. 

Результаты и их обсуждение. При исходных данных: глубина погружения h = 40 м; началь-

ные скорость v0 = 1,02 м/с и суммарная масса m = 5,654·106 кг; начальная масса в центральном  

m0 =1,4·106 кг и носовом mk0 = 0,127·106 кг кингстоне; скорость перекачки  = 1 кг/с и опустошения 

γ = 50 кг/с – в результате моделирования с точностью ε = 0,001 м получены следующие расчетные 

значения  на момент всплытия: скорость лодки vx = 0,2 м/с и vy = 0,31 м/с; угол между вектором 

скорости и горизонталью α = 57°; длительность всплытия τ = 219,9 с; расстояние, пройденное лод-

кой в процессе всплытия, L = 120,5 м; дифферент φ = 23,43°; суммарная масса лодки m = 5,643·106 кг; 

масса воды в центральном кингстоне m0 = 1,643·106 кг. На рисунке 4 демонстрируется траектория 

всплытия подводной лодки, соответствующая расчетным данным. 

При изменении скорости перекачки с  = 1 кг/с до  = 5 кг/с в результате моделирования по-

лучены следующие расчетные значения на момент всплытия: скорость лодки vx = 0,63 м/с  

и vy = 0,55 м/с; угол между вектором скорости и горизонталью α = 41,15°; длительность всплытия  

τ = 101,6 с; расстояние, пройденное лодкой в процессе всплытия, L = 95,5 м; дифферент φ = 52,58°; 

суммарная масса лодки m = 5,648·106 кг; масса воды в центральном кингстоне m0 = 1,648·106 кг. 

Данные результаты соответствуют опрокидыванию лодки вследствие слишком большого угла 

дифферента, вызванного выбором неверных параметров перекачки воды из носового в кормовые 

кингстоны. На рисунке 5 демонстрируются недопустимая траектория всплытия подводной лодки, 

соответствующая расчетным данным. 
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Рисунок 4 – Допустимая траектория всплытия подводной лодки 

 
 

 
 

Рисунок 5 – Недопустимая траектория всплытия подводной лодки 

 

Дальнейший анализ численных экспериментов выявил ряд закономерностей: 

1. При малой начальной скорости горизонтального движения скорость опустошения цен-

трального кингстона должна превышать скорость перекачки воды из носового кингстона в кормо-

вой не менее чем на полтора порядка. Другими словами, скорость перекачки воды должна быть 

более чем в 50 раз меньше скорости опустошения центрального кингстона. В противном случае 

предельный дифферент будет достигнут до окончания процесса всплытия. При погружении речь 

должна идти о скорости заполнения центрального кингстона водой. 

2. При больших скоростях горизонтального движения (порядка 10 м/с) разница в скоростях 

может приближаться к одному порядку. То есть скорость опустошения (или заполнения) цен-

трального кингстона может превышать скорость перекачки воды из носового в кормовой (или 

наоборот) кингстон в 10 и более раз. При меньшей разности скоростей предельный дифферент 

достигается раньше окончания процесса всплытия (или погружения). 

Заключение. Для повышения адекватности результатов математического моделирования по-

гружения и всплытия подводной лодки был предложен ряд усложнений, направленный на учет ее 

конфигурации. Формулы, использованные для решения системы уравнений математической моде-

ли в п. 3 алгоритма, были выбраны в силу их простоты, а сам алгоритм расчета по ним организо-

ван так, что гарантируется заданная мера близости решения к точному с точки зрения требуемого 

модуля разности между значениями горизонтальной длины траектории, соответствующими точ-

ному и приближенному решениям. Вместо формул п. 3 можно использовать, в частности, метод 
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5 

Рунге – Кутта, однако выражения для такой системы (6 на 6 уравнений) будут весьма громоздкими 

и повлекут увеличение длительности расчета. С использованием разработанного программного 

обеспечения имеется возможность проводить численные эксперименты для других подводных 

аппаратов с учетом их особенностей (форма корпуса, мощность силовой установки, максимальная 

скорость и так далее), анализ результатов которых можно использовать для выработки оптималь-

ной стратегии управления процессами погружения или всплытия. Оптимизируемыми параметрами 

могут являться: длительность процесса, пройденное расстояние, затраченная энергия, минималь-

ная разность между углом вектора скорости движения и дифферента. 
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