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Наряду с развитием мобильной робототехники в направлении летающих и колесных конструкций, в по-

следнее время активно ведутся исследования в области шагающих устройств. Это вызвано широкой областью их 
применения: перемещение с преодолением препятствий и по сложным траекториям; необходимость перемещения 
робототехнического устройства в труднодоступные места. Особенностью шагающих роботов является то, что в мо-
менты перемещения «ног» необходимо стабилизировать неустойчивую систему. Существует два подхода к стабили-
зации. Первый заключается в попытке стабилизировать объект по аналогии с движениями человека или животного, 
второй – использование неантропоморфных методов. В данной работе рассмотрена неатропоморфная конструкция 
шагающей робототехнической платформы, стабилизируемой с применением вращающихся маховиков. В статье ре-
шена задача стабилизации рассматриваемого устройства с использованием модели обратного трехмерного маятника. 
Приведены результаты сравнения решения указанной задачи с известным аналитическим решением. Представлены 
аналитические, численные и экспериментальные результаты. 

Ключевые слова: шагающий робот, проблемы стабилизации, обратный трехмерный маятник, аналитиче-
ские решения, экспериментальные результаты, имитационное моделирование 
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Along with the development of mobile robotics in the direction of flying and wheeled structures, the research in the 

field of walking devices is being actively conducted. This is due to the wide range of applications of walking devices, including 
moving with obstacles climbing and along complex trajectories; the need to move the robotic device in hard-to-reach places. The 
peculiarity of walking robots is that at the moment of moving the "legs" it is necessary to stabilize the unstable system. There are 
two approaches to stabilization. The first is an attempt to stabilize the object by analogy with the movements of a human or ani-
mal, the second is the use of non – anthropomorphic methods. In this paper, we consider the non-anthropomorphic design of a 
walking robotic platform stabilized using rotating flywheels. The article deals with the problem of stabilization of the considered 
device using the model of the inverted three-dimensional pendulum. Results of comparison of the solution of the problem with 
the known analytical solution are given. Analytical, numerical and experimental results are presented. 

Key words: walking robot, stabilization problems, inverted 3d pendulum, analytical solutions, experimental re-
sults, simulation 

 
Введение. Применение колесного или гусеничного перемещения в мобильной робототехнике 

приводит к сложностям на пересеченной местности, при подъеме на ступеньки и при работе в простран-
стве с большим количеством препятствий [13]. Данное затруднение особенно нежелательно при исполь-
зовании мобильных роботов в опасных условиях, под землей или в районах, где требуется сохранить 
первозданный ландшафт. В связи с этим в последние годы множество исследований нацелено на изуче-
ние конструктивных особенностей и реализацию шагающих роботов [10], способных демонстрировать 
устойчивость при преодолении крутых углов [5]. Это позволяет использовать их при проведении спаса-
тельных операций [22], при решении промышленных задач транспортировки грузов. Опубликованы так-
же работы по колесно-шагающим робототехническим системам (Воротников и др.).  

Современные исследования [24], посвященные проектированию шагающих роботов, относятся 
к следующим направлениям: системы управления и стабилизации высокой сложности, обеспечение 
энергоэффективности и достаточной скорости передвижения, снижение стоимости компонентов робо-
та; использование систем технического зрения и иных средств для обнаружения препятствий, оценки 
их формы и размеров. 

Основой организации перемещения шагающих систем являются принципы, используемые при пере-
движении человеком и животными: шаг, бег, прыжки [21]. Можно выделить следующие конструктивные 
классы шагающих роботов: человекоподобные роботы, использующие собственные колебания для снижения 
энергозатрат, однако представляющие сложность в стабилизации центра масс, вследствие сложной геометрии 
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таких роботов; шестиногие платформы с разнообразными шасси [22]; системы, повторяющие прыжки кенгу-
ру [15], трехногие системы [6], четырехногие [4] и др. Несмотря на широкий класс потенциальных биологиче-
ских прототипов шагающих систем, наибольший интерес для создания роботов, способных эффективно ре-
шать задачи в сочетании с людьми, представляют именно двуногие роботы. 

Независимо от конструкций шагающих роботов, все подобные машины должны стабилизировать 
свое тело в пространстве во время ходьбы. При совершении каждого шага тело двуногого робота подвер-
гается воздействию механических сил, стремящихся опрокинуть его. Существует два подхода к обеспе-
чению стабильности двуногого робота при ходьбе. Первый подход связан с изучением биологического 
прототипа на примере человека и его «повторением» в рамках технической системы. Люди используют 
возможности вестибулярного аппарата, зрения, головного мозга и позвоночных суставов при ходьбе, 
чтобы поддерживать устойчивое положение. Такая система стабилизации называется антропоморфной. 
Другой подход к проблеме динамической стабилизации заключается в разработке неантропоморфных 
систем динамической стабилизации. В таких системах существует дополнительный источник стабилизи-
рующей силы, например, гиродин или вращающийся маховик, который прикладывает эту силу, чтобы 
вернуть тело робота в устойчивое положение. Сам робот при этом рассматривается в виде удобной для 
синтеза системы управления и адекватной механической модели, например, модели обратного маятника, 
оснащенной стабилизирующим блоком. 

В статье решается актуальная задача стабилизации шагающего робота трехмерным маховиком 
на основе использования модели трехмерного обратного маятника и приводится сравнение энергоэффек-
тивности полученного решения с ранее известным аналитическим решением Cubli. Приведенное в статье 
решение является более энергоэффективным. 

Принципы управления. Оперативное управление роботом подразумевает дискретный контроль 
на нескольких уровнях состояния робота, как на внутреннем уровне, так и относительно окружающего 
пространства. Можно также выделить несколько уровней контроля: 

1. Управление актуаторами предполагает управление внутренними состояниями приводов, обес-
печивающих движение (перемещение) робота в пространстве.  

2. Управление динамикой состояния обеспечивает устойчивость робота при выполнении пере-
мещений.  

3. Управление перемещениями обеспечивает их целенаправленный характер, в том числе обход 
тех препятствий, которые шагающий робот не в состоянии преодолеть [2]. 

4. Управление заданием обеспечивает выполнение высокоуровневых функциональных задач, вклю-
чая, например, планирование маршрута перемещения в условиях изменения окружающей обстановки [2].  

Каждый из вышеприведенных уровней предполагает разные подходы к реализации, многие из 
которых являются в достаточной степени вычислительно сложными. Коммутация между уровнями и 
обратные связи внутри контуров управления как на физическом, так и на информационном уровнях мо-
гут иметь несколько решений. При этом обработка данных для реализации обратной связи может осу-
ществляться с использованием алгоритмов разной вычислительной сложности.  

Таким образом, задача синтеза оперативного управления роботом в общем случае имеет множе-
ство путей решения, не имеющих общего систематического описания. 

Существует достаточно широкий спектр методов получения стабильного движения роботов 
«шагом» на двух опорах – ногах. С одной стороны спектра – гуманоидный тип, то есть роботы, строение 
которых приближено к человеческой морфологии. Этот класс роботов включает в себя многие известные 
робототехнические платформы, такие как ASIMO Honda, HRP-2 и Johnnie [11, 12, 19]. Алгоритмы управ-
ления, используемые в таких роботах, основаны на эвристике, в частности, на методе, известном как точ-
ка нулевого момента (ZMP) [23]. Он сводится к удержанию строго внутри периметра опоры центра дав-
ления сил реакции опоры на механизм. Это приводит к квазистатически устойчивой (плоская постановка 
стопы при шаге) ходьбе, а не динамически стабильной (такая ходьба иногда характеризуется как «кон-
тролируемое падение»).  

На другом конце спектра возможных технических решений находятся минималистичные двуно-
гие роботы – в них динамическая стабильность достигается (насколько это возможно) через использова-
ние кинематики конструкции при отсутствии управления по обратной связи [8, 14]. Создание таких дву-
ногих шагающих конструкций в целом мотивировано результатами работ McGeer [16]. В них автор про-
анализировал и сконструировал планарные, пассивные, т.е. без актуации, двуногие шагающие аппараты. 
Они способны устойчиво ходить по ровной поверхности – горизонтальной или с небольшим уклоном. 
Впоследствии, как, например, описано в [7], роботы, построенные на этом общем принципе, были мо-
дернизированы путем добавления возможности актуирования с небольшими энергиями управления. В 
результате была получена «человекоподобная» походка робота. Однако «расплатой» за выдающуюся 
эргономичность и энергоэффективность этих двуногих роботов являются слабые возможности решения 
задач, отличных от ходьбы с фиксированной скоростью – такие устройства не способны совершить 
подъем по лестнице, замереть, повернуться или бежать. 
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Большинство исследований динамической роботизированной стабилизации движения лежат 
между этими двумя крайностями.  

Общая характеристика конструкции. В Кубанском государственном университете создается 
шагающий робот AnyWalker [17, 18]. Его конструкция включает в себя шар диаметром 340 мм, который 
является основой шагающего работа и рассматривается как перевернутый маятник с маховиками [3]. 
Схема конструкции приведена на рисунке 1. Она содержит три маховика с одинаковыми тензорами 
инерции и одинаковыми массами. Эти маховики расположены попарно перпендикулярно, и все они 
имеют общий центр в точке «Ц» (рис. 1б). Обратный маятник может свободно вращаться вокруг своей 
точки опоры, т.е. в точке опоры он имеет три степени свободы. Точка опоры «О» (рис. 1б) и общий центр 
«Ц» маховиков расположены на оси симметрии конструкции.  

На рисунке 1в изображена опытная установка, соответствующая аппаратной реализации пере-
вернутого трехмерного (3D) маятника. В качестве основного контроллера мы использовали STM32F407, 
он запрашивает акселерометры/гироскопы на базе IMU6050 по шине i2c и фильтрует данные с помощью 
алгоритма слияния датчиков Madgwick. Маховики управляются усилителем крутящего момента Maxon 
EPOS2 50/5, для привода колес используются три плоских двигателя Maxon EC45. 

Габариты опоры (ноги) робота приведены на рисунке 2.  
 

   
а)  б) в) 

 

Рисунок 1 – Конструкция шагающего робота: а) внешний вид; б) модель системы стабилизации в виде 
трехмерного обратного маятника; в) аппаратная реализация системы стабилизации 

 

 
Рисунок 2 – Опора (нога) робота (мм) 
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Система стабилизации на основе использования обратного маятника с тремя степенями 
свободы. Рассмотрим работу системы стабилизации шагающего робота трехмерным (3D) обратным ма-
ятником. Он представляет собой хорошую базовую модель для разработки системы динамической ста-
билизации двуногой ходьбы для неантропоморфного робота. 

Параметры системы: ܥ – момент инерции маятника без маховиков относительно его оси 
симметрии; ܣ – момент инерции маятника без маховиков относительно любой оси, перпендикулярной 
оси симметрии, проходящей через опору маятника; ܣ – момент инерции маховика относительно любой 
оси, перпендикулярной его оси вращения и проходящей через точку Ц; ܥ – момент инерции маховика 
относительно его оси вращения; ݉ – масса одного маховика; ݈ – расстояние от точки опоры до центров 
маховиков; ܾ – расстояние от центра масс маятника без маховиков до точки опоры; ܯ – масса маятника 
без маховиков. 

Все применяемые далее системы координат являются правыми декартовыми системами коорди-
нат. Будем пользоваться следующими системами координат: неподвижной относительно Земли и «вмо-
роженной» в маятник. Неподвижная система координат имеет начало в точке «O» на опоре маятника. 
Положение осей неподвижной относительно Земли системы координат уточним позднее, когда будем 
выводить формулу для потенциала силы притяжения. «Вмороженная» в маятник система координат, так 
же как и неподвижная, имеет начало в точке «O». Третья ось вмороженной системы все время является 
осью симметрии мятника.  

Положение «вмороженной» системы относительно неподвижной будем определять, пользуясь уг-
лами Эйлера [1, с. 92]: ψ – угол прецессии; θ – угол нутации; φ – угол собственного вращения [1, c. 92]. 

При этом оператор ࣛ ∈ ࣭ࣩ(3), который отображает векторы iଵ, iଶ, iଷ базиса неподвижной систе-
мы в векторы базиса «вмороженной» системы eଵ, eଶ, eଷ, может быть задан таким образом:  

ࣛ =ࣛ(ଵ)ࣛ(ଶ)ࣛ(ଷ), 
где операторы ࣛ(ଵ),ࣛ(ଶ), ࣛ(ଷ) таковы, что их матрицы в базисе ܑଵ, ܑଶ, ܑଷ имеют вид:  

(ଵ)ܣ = ൭
cos߰ −sin߰ 0
sin߰ cos߰ 0
0 0 1

൱ (ଶ)ܣ, = ൭
1 0 0
0 cosߠ −sinߠ
0 sinߠ cosߠ

൱ (ଷ)ܣ, = ൭
cos߮ −sin߮ 0
sin߮ cos߮ 0
0 0 1

൱. 

Матрица оператора ࣛ в базисе ܑଵ, ܑଶ, ܑଷ выглядит следующим образом: 

ܣ = ൭
cos߮cos߰ − cosߠsin߮sin߰ −cos߰sin߮ − cos߮cosߠsin߰ sin߰sinߠ
cos߮sin߰ + cos߰cosߠsin߮ cos߮cos߰cosߠ − sin߮sin߰ −cos߰sinߠ
sin߮sinߠ cos߮sinߠ cosߠ

൱. 

Характеристика математического аппарата, применяемого в системе стабилизации 
движения. Пусть ࣓ – угловая скорость вращения «вмороженной» системы относительно неподвижной. 
В базисе ܍ଵ, ,ଶ܍ ࣓ ଷ угловая скорость имеет вид܍ = ߱ଵ܍ଵ + ߱ଶ܍ଶ +߱ଷ܍ଷ, где  

߱ଵ = ߰̇sinߠsin߮ +  ,cos߮ߠ̇
߱ଶ = ߰̇sinߠcos߮ −  ,sin߮ߠ̇

߱ଷ = ߰̇cosߠ + ߮̇. 
Формулы для ߱ , ݇ = 1,3 взяты из [1]. 
Обозначим через ܶ  кинетическую энергию маятника без кинетической энергии маховиков. 

Известно, что  

ܶ =
1
2࣓ ⋅ ࣤ(࣓), 

где ࣤ – оператор инерции маятника без маховиков. В «вмороженной» системе координат он имеет 
следующую матрицу ܬ = diag(ܣ, ,ܣ  константы-параметры системы. Тогда кинетическая – ܥ и ܣ здесь ,(ܥ
энергия системы запишется в виде:  

ܶ =
1
ଵ߱)ܣ2

ଶ +߱ଶଶ) +
1
ଷ߱ܥ2

ଶ = 

=
1
ܣ2

൫߰̇ଶsinଶߠ + ଶ൯ߠ̇ +
1
ܥ2

൫߰̇cosߠ + ߮̇൯
ଶ
	. 

Назовем k-м маховиком тот, ось вращения которого параллельна вектору ܒ. Его кинетическую 
энергию будем обозначать как ܶ , а его оператор инерции относительно точки Ц – ࣤ, ݇ = 1,2,3. Здесь  

ଵ܍) ଶ܍ (ଷ܍ = ଵܒ) ଶܒ 				или				ܤ(ଷܒ ൭
ଵܒ
ଶܒ
ଷܒ
൱ = ൭ܤ

ଵ܍
ଶ܍
ଷ܍
൱,	                                   (1) 

где ортогональная матрица ܤ = ||ܾ||ଷ×ଷ задает положение базиса (ܒଵ ଶܒ  ଷ) относительно базисаܒ
ଵ܍) ଶ܍  ଷ). Рассмотрим два варианта для выбора матрицы B. В первом – выбираем единичную܍
матрицу B. Во втором – используем известный механизм стабилизации, реализованный в Cubli [9]: 
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ܤ =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛
ටଶ
ଷ

0 −ටଵ
ଷ

−ටଵ


ටଵ
ଶ

−ටଵ
ଷ

−ටଵ


−ටଵ
ଶ

−ටଵ
ଷ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞
.                                              (2) 

В явном виде «Cubli»-замена базиса имеет вид:  

ଵܒ = ඨ2
ଵ܍3 −

ඨ1
,ଷ܍3

ଶܒ = −ඨ
1
ଵ܍6 +

ඨ1
ଶ܍2 −

ඨ1
,ଷ܍3

ଷܒ = −ඨ
1
ଵ܍6 −

ඨ1
ଶ܍2 −

ඨ1
,ଷ܍3

			или		

ଵ܍ = ඨ2
3 ଵܒ −

ඨ1
6 ଶܒ −

ඨ1
,ଷܒ6

ଶ܍ = ඨ1
ଶܒ2 −

ඨ1
2 ,ଷܒ

ଷ܍ = −ඨ
1
3 ଵܒ −

ඨ1
3 ଶܒ −

ඨ1
.ଷܒ3

 

В каждом из случаев элементы ܾ, ݅ = 1,3, ݆ = 1,3 связаны с базисами соотношениями 

ܒ =	
ଷ

ୀଵ

ܾ܍, ݅ = 1,3. 

Тогда по теореме Кёнига [1, § 5.2] имеем  

ܶ =
1
2
(࣓+ (ܒߙ̇ ⋅ ࣤ(࣓+ (ܒߙ̇ +

1
Цܞ2݉

ଶ, 
где ̇ߙ – скорость вращения k-го маховика относительно обратного маятника. 

Рассмотрим систему координат с началом в точке Ц, оси которой заданы направляющими 
ортами ܒଵ, ,ଶܒ ݇ ,ଷ. В этой системе матрицы операторов ࣤܒ = 1,3 имеют следующий вид:  

ଵܬ = diag(ܥ , ܣ , ,(ܣ ଶܬ = diag(ܣ , ܥ , ,(ܣ ଷܬ = diag(ܣ , ܣ ,  ,(ܥ
где ܣ, ܥ – параметры маховиков. Учитывая равенства  

Цܞ  = ࣓ × ܱЦ = ࣓ ×  ,ଷ܍݈
здесь ݈ – длина ܱЦ, получим  

ܶ =
1
2 (࣓+ (ܒߙ̇ ⋅ ࣤ(࣓+ (ܒߙ̇ +

1
2݉

(࣓× ଷ)ଶ܍݈ = 
 

=
1
2 (࣓+ (ܒߙ̇ ⋅ ࣤ(࣓+ (ܒߙ̇ +

1
2݈݉

ଶ(࣓ ×  .ଷ)ଶ܍
Для нахождения полной кинетической энергии конструкции сложим результаты предыдущих 

вычислений:  

ܶ =	
ଷ

ୀ
ܶ = ܶ +

3
2݈݉

ଶ(࣓ × ଷ)ଶ܍ + 	
ଷ

ୀଵ

1
2 (࣓+ (ܒߙ̇ ⋅ ࣤ(࣓+ (ܒߙ̇ = 

= ܶ +
3
2݈݉

ଶ(࣓ × ଷ)ଶ܍ +
1
2
	
ଷ

ୀଵ

࣓ ⋅ ࣤ(࣓) +
1
2
 	
ଷ

ୀଵ

ܒଶߙ̇ ⋅ ࣤ(ܒ) +̇ߙ࣓ ⋅ ࣤ(ܒ)
ଷ

ୀଵ

. 

Заметим, что справедливы соотношения:  
ଷ
ଶ
݈݉ଶ(࣓ × ଷ)ଶ܍ =

ଷ
ଶ
݈݉ଶ(߱ଵଶ +߱ଶଶ), 

ଵ
ଶ
∑ 	ଷ
ୀଵ ࣓ ⋅ ࣤ(࣓) =

ଵ
ଶ
ܣ2) +  ,)࣓ଶܥ

ଵ
ଶ
∑ 	ଷ
ୀଵ ܒଶߙ̇ ⋅ ࣤ(ܒ) =

ଵ
ଶ
∑ܥ 	ଷ

ୀଵ  ,ଶߙ̇
∑ 	ଷ
ୀଵ ࣓ߙ̇ ⋅ ࣤ(ܒ) = ∑ܥ 	ଷ

ୀଵ ࣓ߙ̇ ⋅ ܒ = ∑ܥ 	ଷ
ୀଵ  .Ωߙ̇

В последнем равенстве мы использовали обозначение Ω = ࣓ ⋅ ܒ , ݇ = 1,3. 
Применяя указанные четыре соотношения (а также обозначение в виде Ω), перепишем полу-

ченное выражение для полной кинетической энергии конструкции в следующем виде:  

ܶ =
1
ܣ2

(߱ଵଶ + ߱ଶଶ) +
1
ଷ߱ܥ2

ଶ +
3
2݈݉

ଶ(߱ଵଶ + ߱ଶଶ) +
1
2
ܣ2) + )࣓ଶܥ +

1
ܥ2

	
ଷ

ୀଵ

ଶߙ̇ + 	ܥ
ଷ

ୀଵ

 .Ωߙ̇

Преобразовав, окончательно получим:  



ПРИКАСПИЙСКИЙ ЖУРНАЛ: управление и высокие технологии, № 4 (44), 2018 г. 
 

 

95

ܶ = ൬
1
ܣ2 +

3
2݈݉

ଶ ܣ+ +
1
ܥ2

൰(߱ଵଶ +߱ଶଶ) + ൬
1
ܥ2 + ܣ +

1
ܥ2

൰߱ଷଶ +
1
ܥ2

	
ଷ

ୀଵ

ଶߙ̇ + 	ܥ
ଷ

ୀଵ

 ,Ωߙ̇

где ߱ଵଶ + ߱ଶଶ = ߰̇ଶsinଶߠ + ଶ, ߱ଷଶߠ̇ = ൫߰̇cosߠ + ߮̇൯
ଶ
.  

Выберем направления осей неподвижной системы координат так, чтобы направление гравитаци-
онного поля Земли совпадало с отрицательным направлением оси ܱݔ, т.е. вдоль −ܑଵ. Тогда 
потенциальная энергия конструкции такова:  

 Π = (3݈݉ + sin߰݃(ܯܾ sinߠ. 
Верхнее (неустойчивое) положение равновесия описывается точками следующей линии: ߰ = గ

ଶ
, ߠ = గ

ଶ
, 

угол ߮ произволен. В дальнейшем нас будет интересовать только точка равновесия ߰ = గ
ଶ
, ߠ = గ

ଶ
, ߮ = 0. 

Выберем следующие обобщенные координаты:  
ଵݍ = ߰ −

ߨ
2 , ଶݍ = ߠ −

ߨ
2 , ଷݍ = ߮, 

ସݍ = ,ଵߙ ହݍ = ,ଶߙ ݍ =  ,ଷߙ
где ߰, ,ߠ ߮ – углы Эйлера, введенные выше, а ߙଵ, ,ଶߙ  ଷ – углы поворота соответственно первого, второгоߙ
и третьего маховиков. Соответствующие обобщенные силы обозначим: ܳଵ, ܳଶ, ܳଷ, ܳସ, ܳହ, ܳ. 

Пусть ۻ – момент, развиваемый двигателем k-го маховика. Причем ۻ =  ,. Будем считатьܒܯ
что ܯ = ܿ௨ݑ − ܿ௩̇ߙ, где ܿ௨ и ܿ௩ – параметры двигателя, ݑ – напряжение, подаваемое на двигатель (по-
средством изменения этого параметра осуществляется управление). Таким образом, на k-й маховик будет 
действовать активный момент ۻ. В точке опоры «O» на обратный маятник действует момент силы тре-
ния ۻтр = -отрицательная константа (коэффициент вязкого трения). В целом на обратный ма – ߝ где ,࣓ߝ
ятник будет действовать активный момент ۻ = трۻ ଵۻ− ଶۻ−  .ଷۻ−

Придадим системе виртуальное перемещение  
ݍߜ = ,ଵݍߜ) … , (ݍߜ = ,߰ߜ) . . . ,  ,(ଷߙߜ

такое, что только ݍߜସ = ଵߙߜ ≠ 0. При этом элементарная работа ܣߜ = ଵۻ ⋅ ଵߙߜଵܒ = ଵܒଵܯ ⋅ ଵߙߜଵܒ =
  ଵ. Аналогично при (только)ߙߜଵܯ

ߙߜ = ାଷݍߜ ≠ 0 
получим ܣߜ = ݇ ,ߙߜܯ = 2,3. 

Если возьмем виртуальное перемещение, при котором ߙߜଵ = ଶߙߜ = ଷߙߜ = 0, то элементарная 
работа, совершаемая активными силами, равна: 

ܣߜ = ଵݍ̇)ߝ	 ଷݍ̇	− sinݍଶ)ݍߜଵ + ଶݍߜଶݍ̇ߝ + ଷݍ̇)ߝ −	 ଵݍ̇ sin  .ଷݍߜ(ଶݍ
Следовательно, обобщенные силы таковы: ܳଵ = ଵݍ̇)ߝ −	 ଷݍ̇ sin ଶ), ܳଶݍ = ଶ, ܳଷݍ̇ߝ = ଷݍ̇)ߝ −

ଵݍ̇	 sin ଶ), ܳସݍ = ଵ, ܳହܯ 	= ଶ, ܳܯ	 =  .ଷܯ
На произвольном виртуальном перемещении ݍߜ элементарная работа определяется выражением:  

ܣߜ =ܳݍߜ



ୀଵ

. 

Уравнения движения запишем, используя Лагранжев формализм, см. например [12]. Лагранжиан 
ܮ определяется формулой ܮ = ܶ − Π. 

Сначала запишем уравнение Лагранжа второго рода по координате ߙଵ: 

																			
݀
ݐ݀
൬
ܮ∂
ଵߙ̇∂

൰−
ܮ∂
ଵߙ∂

= ܳସ	,												 

заметим, что ப
பఈభ

= 0, так как ܮ не зависит от ߙଵ. Тогда получим  

ܥ
ௗ
ௗ௧
ଵߙ̇) + Ωଵ)                                                                (3)	,	ଵܯ	=

Аналогично для ߙଶ и ߙଷ получаем следующие уравнения:  
ܥ

ௗ
ௗ௧
ଶߙ̇) + Ωଶ) =  ,                                             (4)	ଶܯ

ܥ
ௗ
ௗ௧
ଷߙ̇) + Ωଷ) =  ଷ.                                              (5)ܯ

Запишем уравнение Лагранжа второго рода по первым трем обобщенным координатам  
ௗ
ௗ௧
ቀ ப
ப̇
ቁ − ப

ப
= ܳ 	,				݅ = 1,3.	                                                   (6) 

Запишем уравнения (6) в явном виде. Для упрощения выкладок введем обозначение:  

ݓ = ൬
1
ܣ2 +

3
2݈݉

ଶ ܣ+ +
1
ܥ2

൰(߱ଵଶ +߱ଶଶ) + ൬
1
ܥ2 + ܣ +

1
ܥ2

൰߱ଷଶ, 
где ݓ	– кинетическая энергия всей конструкции с неподвижными относительно маятника маховиками.  

Выпишем формулы для всех производных, входящих в уравнение (6): 
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ܮ∂
ݍ̇∂

=
ݓ∂
ݍ̇∂

+ 	ܥ
ଷ

ୀଵ

ߙ̇
∂Ω
ݍ̇∂

, ݅ = 1,3, 

ܮ∂
ݍ∂

=
ݓ∂
ݍ∂

+ 	ܥ
ଷ

ୀଵ

ߙ̇
∂Ω
ݍ∂

−
∂Π
ݍ∂

, ݅ = 1,3,	 

݀
ݐ݀
൬
ܮ∂
ݍ̇∂

൰ =
݀
ݐ݀
൭
ݓ∂
ݍ̇∂

+ 	ܥ
ଷ

ୀଵ

ߙ̇
∂Ω
ݍ̇∂

൱ = 

= 	
ଷ

ୀଵ

∂ଶݓ
ݍ̇∂ ݍ∂

ݍ̇ + 	
ଷ

ୀଵ

∂ଶݓ
ݍ̇∂ ݍ̇∂

ݍ̈ + ܥ ൭	
ଷ

ୀଵ

ߙ̈
∂Ω
ݍ̇∂

+	
ଷ

ୀଵ

ߙ̇
݀
ݐ݀
∂Ω
ݍ̇∂

൱. 

Исключим из последнего выражения ̈ߙ , пользуясь равенствами (3)–(5) 

ߙ̈ =
ܯ

ܥ
−
݀
ݐ݀ Ω =

ܯ

ܥ
−	

ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ∂

ݍ̇ − 	
ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ̇∂

ݍ̈ , ݆ = 1,3 

Получим  

	
ଷ

ୀଵ

∂ଶݓ
ݍ̇∂ ݍ̇∂

ݍ̈ − 	ܥ
ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ̇∂

	
ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ̇∂

ݍ̈ +	
ଷ

ୀଵ

ݓ∂
ݍ̇∂ ݍ∂

ݍ̇ + 

ܥ ቌ	
ଷ

ୀଵ

ቌ
ܯ

ܥ
−	

ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ∂

ቍݍ̇
∂Ω
ݍ̇∂

+	
ଷ

ୀଵ

	ߙ̇
ଷ

ୀଵ

∂ଶΩ
ݍ̇∂ ݍ∂

 −ቍݍ̇

ቀப௪
ப

+ ∑ܥ 	ଷ
ୀଵ ߙ̇

பஐೖ
ப

− பஈ
ப
ቁ = ܳ , ݅ = 1,3.                                                    (7) 

Система уравнений (3)–(5), (7) является полной системой уравнений движения рассматриваемой 
конструкции.   

Приведем полученные уравнения движения к нормальному виду. Начнем с уравнений (7) и пе-
репишем их в виде 

൬ பమ௪
ப̇ ப̇ೕ

− ∑ܥ 	ଷ
ୀଵ

பஐೖ
ப̇

பஐೖ
ப̇ೕ

൰
,
൭
ଵݍ̈
ଶݍ̈
ଷݍ̈
൱ = −൭

ଵܨ
ଶܨ
ଷܨ
൱	,	                                              (8) 

где  

ܨ =	
ଷ

ୀଵ

∂ଶݓ
ݍ̇∂ ݍ∂

ݍ̇ + ܥ ቌ	
ଷ

ୀଵ

ቌ
ܯ

ܥ
−	

ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ∂

ቍݍ̇
∂Ω
ݍ̇∂

+ 	
ଷ

ୀଵ

	ߙ̇
ଷ

ୀଵ

∂ଶΩ
ݍ̇∂ ݍ∂

ቍݍ̇

− ൭
ݓ∂
ݍ∂

+ 	ܥ
ଷ

ୀଵ

ߙ̇
∂Ω
ݍ∂

−
∂Π
ݍ∂

൱− ܳ , ݅ = 1,3. 

Для того чтобы вычислить матрицу ൬ பమ௪
ப̇ ப̇ೕ

− ∑ܥ 	ଷ
ୀଵ

பஐೖ
ப̇

பஐೖ
ப̇ೕ

൰
,
, сначала посчитаем матрицу 

൭	
ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ̇∂

∂Ω
ݍ̇∂

൱
,

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

൬
∂Ωଵ
ݍ̇∂

∂Ωଶ
ݍ̇∂

∂Ωଷ
ݍ̇∂

൰

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

∂Ωଵ
ݍ̇∂
∂Ωଶ
ݍ̇∂
∂Ωଷ
⎠ݍ̇∂

⎟
⎟
⎟
⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

,

. 

Покажем, что выполняется равенство  
൬∑ 	ଷ

ୀଵ
பஐೖ
ப̇

பஐೖ
ப̇ೕ

൰ = ൬∑ 	ଷ
ୀଵ

பனೖ
ப̇

பனೖ
ப̇ೕ

൰.	                                                     (9) 

Действительно для угловой скорости обратного маятника имеем: 
࣓ = ߱ଵ܍ଵ +߱ଶ܍ଶ +߱ଷ܍ଷ = Ωଵܒ		ଵ +Ωଶܒଶ +Ωଷܒଷ. 

Учитывая связь (1) между базисами, получим ൭
Ωଵ
Ωଶ
Ωଷ
൱ = ்ܤ ൭

߱ଵ
߱ଶ
߱ଷ
൱. Продифференцировав это соот-

ношение по ̇ݍ, ݆ = 1,3, получим:  
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⎝

⎜⎜
⎛

பஐభ
ப̇ೕ
பஐమ
ப̇ೕ
பஐయ
ப̇ೕ⎠

⎟⎟
⎞
= ்ܤ

⎝

⎜⎜
⎛

பఠభ
ப̇ೕ
பఠమ
ப̇ೕ
பఠయ
ப̇ೕ⎠

⎟⎟
⎞

. 

Тогда для каждых ݅, ݆ выполнено соотношение 

∑ 	ଷ
ୀଵ

பஐೖ
ப̇

பஐೖ
ப̇ೕ

=

⎝

⎜⎜
⎛

பఠభ
ப̇ೕ
பఠమ
ப̇ೕ
பఠయ
ப̇ೕ⎠

⎟⎟
⎞

்

(ܾ)( ܾ)்

⎝

⎜⎜
⎛

பఠభ
ப̇ೕ
பఠమ
ப̇ೕ
பఠయ
ப̇ೕ⎠

⎟⎟
⎞
= ∑ 	ଷ

ୀଵ
பఠೖ
ப̇

பఠೖ
ப̇ೕ

, 

что устанавливает справедливость (9). Правая часть выражения (9) поддается непосредственному вычис-
лению. Используя найденные выше соотношения, находим: 

ቆ
∂߱

ݍ̇∂
ቇ
,

= ൮

cosݍଶsinݍଷ cosݍଷ 0
cosݍଶcosݍଷ −sinݍଷ 0
−sinݍଶ 0 1 ൲. 

Скалярные произведения столбцов этой матрицы: 

൭	
ଷ

ୀଵ

∂߱

ݍ̇∂
∂߱

ݍ̇∂
൱
,

= ൮

1 0 −sinݍଶ
0 1 0
−sinݍଶ 0 1 ൲, 

Нам осталось вычислить матрицу ൬ பమ௪
ப̇ ப̇ೕ

൰

	. Это делается непосредственным дифференцирова-

нием выражения  

ݓ = ൬ܲ +
1
ܥ2

൰ (߱ଵଶ +߱ଶଶ) + ൬ ଷܲ +
1
ܥ2

൰߱ଷଶ, 

где ܲ = ଵ
ଶ
ܣ + ଷ

ଶ
݈݉ଶ + , ଷܲܣ =

ଵ
ଶ
ܥ +  .ܣ

ݓ = ൬ܲ +
1
2 ܥ

൰ ൫߰̇ଶsinଶߠ + ଶ൯ߠ̇ + ൬ ଷܲ +
1
ܥ2

൰ ൫߰̇cosߠ + ߮̇൯
ଶ
= 

= ൬ܲ +
1
ܥ2

൰ቀ̇ݍଵଶsinଶ ቀݍଶ +
ߨ
2
ቁ + ൬	ଶଶቁ+ݍ̇ ଷܲ +

1
ܥ2

൰ ቀ̇ݍଵcosቀݍଶ +
ߨ
2
ቁ	+ ଷቁݍ̇

ଶ
= 

= ൬ܲ +
1
ܥ2

൰൫̇ݍଵଶcosଶݍଶ + ଶଶ൯ݍ̇ + ൬ ଷܲ +
1
ܥ2

൰ ଶݍଵsinݍ̇−) +  .ଷ)ଶݍ̇
Окончательно получим: 

൭
∂ଶݓ
ݍ̇∂ ݍ̇∂

− 	ܥ
ଷ

ୀଵ

∂Ω
ݍ̇∂

∂Ω
ݍ̇∂

൱
,

= ൮

2ܲcosଶݍଶ + 2 ଷܲsinଶݍଶ 0 −2 ଷܲsinݍଶ
0 2ܲ 0
−2 ଷܲsinݍଶ 0 2 ଷܲ

൲, 

где ܲ = ଵ
ଶ
ܣ + ଷ

ଶ
݈݉ଶ + , ଷܲܣ =

ଵ
ଶ
ܥ +   .ܣ

Решая систему (8) относительно старших производных, получим уравнения (7) в нормальном 
виде: 

ଵݍ̈ = − ଵ
ଶୡ୭ୱమమ

ଵܨ) +  ଶ),                                                        (10)ݍଷsinܨ

ଶݍ̈ = − ଵ
ଶ
 (11)																																																																																	,	ଶܨ

ଷݍ̈ = − ଵ
ଶయ

ቆܨଵ
యୱ୧୬మ
ୡ୭ୱమమ

+ ଷܨ ቀ1+
యୱ୧୬మమ
ୡ୭ୱమమ

ቁቇ.                                          (12) 

Далее обозначим правые части уравнений (10)–(12) ܩଵ ଶܩ ,  :ଷܩ	,
ଵܩ = − ଵ

ଶୡ୭ୱమమ
ଵܨ) + ଶܩ       ,(ଶݍଷsinܨ = − ଵ

ଶ
 ,ଶܨ

ଷܩ = − ଵ
ଶయ

ቆܨଵ
యୱ୧୬మ
ୡ୭ୱమమ

+ ଷܨ ቀ1 +
యୱ୧୬మమ
ୡ୭ୱమమ

ቁቇ. 

Воспользовавшись этими обозначениями, перепишем уравнения (3)–(5) в нормальном виде:  
ߙ̈ =

ெೕ


−∑ 	ଷ

ୀଵ
பஐೕ
பೖ

ݍ̇ −∑ 	ଷ
ୀଵ

பஐೕ
ப̇ೖ

ܩ , ݆ = 1,3.                                            (13) 
Уравнения (10)–(13) представляют собой уравнения движения в нормальной форме. 
Для сокращения записи формул введем обозначение ܻ = (3݈݉ +  .݃(ܾܯ
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Линеаризацию уравнений движения (10)–(13) будем проводить в окрестности точки равновесия: 
ଵݍ = ଶݍ = ଷݍ = ଵݍ̇ = ଶݍ̇ = ଷݍ̇̇ = ଵߙ̇ = ଶߙ̇ = ଷߙ̇ = ଵܯ = ଶܯ = ଷܯ = 0. 

В случае расположения маховиков, приведенном на рисунке 1, что соответствует случаю еди-
ничной матрицы ܤ, линеаризованные уравнения принимают следующий вид: 

ଵݍ̈ =
ଵ
ଶ
ଵݍܻ) + ଵݍ̇ߝ  ,                                                              (14)	ଶ)ܯ−

ଶݍ̈ =
ଵ
ଶ
ଶݍܻ) + ଶݍ̇ߝ  ,                                                            (15)	ଵ)ܯ−

ଷݍ̈ =
ଵ
ଶయ

ଷݍ̇ߝ)  ,                                                       (16)	ଷ)ܯ−

ଵߙ̈ = − మାఌ̇మ
ଶ

+ ቀ ଵ

+ ଵ

ଶ
ቁܯଵ	,                                                          (17) 

ଶߙ̈ = − భାఌ̇భ
ଶ

+ ቀ ଵ

+ ଵ

ଶ
ቁܯଶ	,                                                          (18) 

ଷߙ̈ =
ିఌ̇య
ଶయ

+ ଶయା
ଶయ

 .                                                      (19)	ଷܯ
Линеаризованные уравнения распадаются на три независимые пары уравнений: (14) и (18), (15) и 

(17), (16) и (19). Первые две пары, т.е. (14) и (18), (15) и (17), представляют собой линеаризованные уравне-
ния движения одномерного обратного маятника, которые были подробно рассмотрены в [18]. Поэтому мо-
жем оптимизировать параметры каждого маховика отдельно для простого одномерного перевернутого ма-
ятника. Пара уравнений (16) и (19) описывает собственное вращение конструкции, т.е. ее вращение вокруг 
своей оси симметрии. Будем предполагать, что возмущения, соответствующие собственному вращению 
конструкции, не велики и на практике ими можно пренебречь. В случае движения двуногого робота такие 
возмущения будут компенсироваться не системой стабилизации, а ногами робота.  

Рассмотрим теперь другой случай расположения маховиков системы стабилизации, так называ-
емое «Cubli»-расположение [9]. Ему соответствует матрица B, приведенная в формуле (2). В этом случае 
линеаризованные уравнения примут вид: 

ଵݍ̈  =
భାఌ̇భ

ଶ
− ெమିெయ

ଶ√ଶ
,  

ଶݍ̈  =
మାఌ̇మ

ଶ
− ଶெభିெమିெయ

ଶ√
,  

ଷݍ̈  =
ఌ̇య
ଶయ

+ ெభାெమିெయ
ଶయ√ଷ

,  

ଵߙ̈ = − మାఌ̇మ
√

+ ఌ̇య
ଶయ√ଷ

+ ቀ ଵ

+ ଵ

ଷ
+ ଵ

య
ቁܯଵ + ቀ− ଵ


+ ଵ

య
ቁܯଶ+ ቀ− ଵ


− ଵ

య
ቁܯଷ, 

ଶߙ̈  = − భାఌ̇భ
ଶ√ଶ

+ మାఌ̇మ
ଶ√

+ ఌ̇య
ଶయ√ଷ

+ ቀ ଵ
య

− ଵ

ቁܯଵ + ቀ ଵ


+ ଵ

ଷ
+ ଵ

య
ቁܯଶ + ቀ− ଵ


− ଵ

య
ቁܯଷ, 

ଷߙ̈  =
భାఌ̇భ
ଶ√ଶ

+ మାఌ̇మ
ଶ√

− ఌ̇య
ଶయ√

+ ቀ− ଵ
య

− ଵ

ቁܯଵ + ቀ− ଵ


− ଵ

య
ቁܯଶ + ቀ ଵ


+ ଵ

ଷ
+ ଵ

య
ቁܯଷ. 

Управления ݑଵ, ݑଶ, ݑଷ для двигателей маховиков выбираются методом LQR. При этом миними-
зируется следующий функционал: 

ܬ = ∫ ∑ ଶଶݍ
ୀଵ ஶݐ݀

 + ∫ ∑ ଶݑ) + ଶݍ̇ + ଶ)ଶଷߙ̇
ୀଵ ஶݐ݀

 .  
Эта процедура выполняется как для нашего случая расположения маховиков (единичная матрица 

B), так и для «Cubli»-вского случая расположения маховиков (2). 
Проведение численных экспериментов и обсуждение их результатов. При проведении вы-

числительных экспериментов в MATLAB/Simulink с имитационной моделью системы (рис. 3) были ис-
пользованы следующие значения электромеханических параметров перевернутого (обратного) маятника: 
m = 0,2 кг; l = 0,085 м; b = 0,08 м; M = 0,4 кг; cv = 5 · 10−5 Н·м·с; cu = 0,025 Н·м/В; Am = 2,85·10−4 кг·м2;  
Cm  = 5,7·10−4 кг·м2; A = 1,6·10−3 кг·м2; C = 1,52·10−3 кг·м2; g = 9,81 м/с2; ε = −0,01 Н·м·с. 

Основной целью проведения серии вычислительных экспериментов для перевернутого маятника 
была оценка затрат энергии, необходимых для устранения различных начальных возмущений.  

Ниже мы представляем результаты только нескольких из экспериментов, остальные результаты – 
похожие. Вычислительные эксперименты состояли в численном решении системы дифференциальных 
уравнений (14)–(19) и аналогичной системы дифференциальных уравнений для «Cubli»-вского располо-
жения маховиков.  
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Рисунок 3 – Имитационная модель системы в MATLAB/Simulink 

 
В таблице приведены затраты энергии для «Cubli»-подобной геометрии и геометрии нашего ма-

ховика (последние два столбца) для указанных значений начальных возмущений переменных 
,ଵݍ ,ଶݍ ,ଵݍ̇ ,ଷݍ ଶ. Для оставшихся переменныхݍ̇ ,ଷݍ̇ ,ଵߙ̇ ,ଶߙ̇  ଷ начальные возмущения были установлены вߙ̇
«ноль» для приведенных пяти экспериментов. В таблице ܧ = ∫ ∑ |ଷߙ̇ݑ|

ୀଵ ஶݐ݀
  – энергетические затраты 

«Cubli»-расположения маховиков, ܧн = ∫ ∑ |ଷߙ̇ݑ|
ୀଵ ஶݐ݀

  – энергетические затраты используемого в рас-
сматриваемой конструкции расположения маховиков (с единичной матрицей B). Результаты вычисли-
тельных экспериментов показывают, что наше расположение маховика более энергоэффективно. 
 
Таблица – Сравнение затрат энергии для нашего и для «Cubli»-вского расположения маховиков 

№ эксперимента q1 q2 ̇ݍଵ ̇ݍଶ Ec Eн 
1 0,1 0 0 0 13,1 10,9 
2 0 0,1 0 0 11,6 10,9 
3 0,1 0,1 0 0 27,1 21,8 
4 0 0 0,1 0 0,184 0,156 
5 0 0 0 0,1 0,165 0,156 

 
На рисунке 4 показан пример стабилизации устройства, начиная с начального отклонения 

ଵݍ 	= 	 ଶݍ 	= 	 ଷݍ 	= 	0.1. 
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Рисунок 4 – Стабилизация устройства, соответствующего аппаратной реализации трехмерного перевернутого 
маятника по рисунку 1 

 
Проведенная серия численных экспериментов позволила сделать вывод, что предложенная в ра-

боте система стабилизации обеспечивает устойчивость конструкции при заданных параметрах.  
Реализация перемещения робота. При перемещении питание робота осуществляется 2-мя по-

следовательно включенными аккумуляторами Lipo 3s емкостью 5,2 А·ч каждый, расположенными внут-
ри корпуса (сферы) и позволяющими использовать робота не менее 1 ч без перезарядки. Внешнее управ-
ление роботом осуществляется по радиоканалу на основе WiFi-модуля микрокомпьютера Raspberry pi 3b, 
расположенного внутри корпуса и используемого как контроллер верхнего уровня робота. Дополнитель-
но к роботу может подключаться отладочный usb-кабель. 

Робот имеет возможность нести до 3,8 кг полезной нагрузки и выдерживать опрокидывающее 
воздействие мощностью до 100 Вт. 

Пример подъема робота на ступеньки, габариты которых приведены на рисунке 5, показан на 
рисунке 6. 

 

 
Рисунок 5 – Габариты ступенек (мм) 
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Рисунок 6 – Подъем робота по ступенькам 

 
Как видно из рисунка 6, разработанная система стабилизации на основе трех маховиков позволя-

ет роботу удерживать равновесие при ходьбе и подъеме на ступеньки. 
Заключение. Рассмотрена задача стабилизации обратного трехмерного маятника. Предложено 

использовать для стабилизации управление в виде линейной обратной связи по состоянию. На числен-
ных экспериментах и экспериментах с опытными образцами показана работоспособность предложенного 
решения. Результаты сравнения с «Cubli» [20] показывают, энергетическую эффективность разработан-
ного решения. Построена модель стабилизации шагающего робота на основе маховика. Она может быть 
обобщена для случая трех степеней свободы обратного маятника. На численных экспериментах и экспе-
риментах с опытным образцом показана работоспособность предложенного решения. 
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В последнее время для выполнения работ в сложных условиях при ремонте подводных частей инженерных 

сооружений, визуальном осмотре оснований буровых платформ, корпусов судов, подводных трубопроводов и кабе-
лей все чаще применяются подводные роботы. Как правило, это полуавтономные аппараты, в которых основными 
задачами автоматического управления являются контроль положения и/или скорости робота. При этом актуальность 
приобретают задачи точного позиционирования робота в условиях изменений скоростей течений, удержания робота 
в перпендикулярном осматриваемой плоскости положении на строго определенной глубине, минимизации ошибок 
при перемещении аппарата по заданной траектории. Использование нейронных сетей для построения адаптивных 
регуляторов позволяет решить сформулированные задачи. Задача позиционирования в условиях изменяющейся 
внешней среды может быть решена с использованием нейросетевого регулятора. В статье представлено описание 
конструкции, кинематики и динамики робота для выполнения визуальных осмотров подводных сооружений, разра-
ботана его математическая модель, основанная на теории управления подводных аппаратов, и приведены результаты 
симуляции в Matlab. Результаты, полученные при использовании модели нейросетевого регулятора, сравниваются с 
результатами для одной из самых распространенных моделей – ПИД регулятора. 

Ключевые слова: нейронная сеть, подводный робот, интеллектуальное управление, позиционирование, 
динамика подводных аппаратов, нейросетевой регулятор, корректирующий фильтр, кинематика вязкой среды 
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