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Эффективность управления процессом обучения зависит от адекватности (объективности) 

оценок: знаний, умений и навыков обучаемых; латентных параметров обучения (уровень подготовки 
обучаемого, трудность заданий тренинга и тестирования). В статье обосновано, что существующие 
методы обработки результатов тестирований на основе модели Раша не позволяют определить ла-
тентные параметры обучения, а лишь соотношения между ними. В связи с этим предложено исполь-
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зовать марковскую модель обучения, включающую два состояния: «собственно обучения и тренин-
га»; «контроля знаний с использованием тестовых заданий» (ТЗ). Автором показано, что применение 
в рамках этой модели учета времени, затрачиваемого на решение ТЗ, позволяет получить дополни-
тельную информацию о навыках обучаемых, оценить значения латентных параметров и на основе 
этого лучше управлять процессом обучения. В статье подробно представлен математический аппарат, 
используемый в рамках предлагаемой модели, в том числе основанный на реализации формализован-
ных методов теории информации.  

 
Ключевые слова: обучающая система, латентный параметр, тренинг, тестирование, 
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Effectiveness of learning management depends on the adequacy (objectivity) ratings: knowledge, 

skills and abilities of the students; latent learning parameters (level of a learner, the difficulty of the training 
and testing tasks). The article is justified that the existing methods of test results based on the Rasch model 
can not determine latent training parameters, but only the relations between them. In this regard, the author 
suggests the use of a Markov model of training, which includes two states: “proper education and training”, 
“control of knowledge with test items”. The author shows that the application of this model in the framework 
of accounting of time spent studying on a solution of the test task, provides additional information about the 
skills of trainees, to estimate the values of parameters and latent, based on this, to better manage the learning 
process. The paper presents in detail the mathematical apparatus used in the proposed model, including 
formal methods of information theory. 

 
Keywords: training system, latent parameter, training, testing, mathematical model, Markov model, 

differential entropy, Rasch model 
 
Введение. Целью использования любой обучающей системы (ОС) является повышение 

уровня знаний, умений и навыков обучаемого. Одной из важных проблем управления в 
современных ОС является контроль и оценка полученных знаний, умений и навыков. В [1, 2, 9] 
приводится довольно подробный обзор этих методов. Их анализ показывает, что контроль 
обучения осуществляется посредством тестирования, а его результаты оцениваются в 
дихотомических,  в лучшем случае – в порядковых шкалах. При этом затраченное на 
тестирование время или совсем не учитывается, или используется только как пороговое 
значение – для прекращения процесса тестирования. Примером таких систем являются 
тренажерные мультимедийные комплексы системы КАДИС [8]. Модель Раша, применяемая для 
обработки результатов тестирования и получения оценок для обучаемых, позволяет найти 
только отношение между независимыми латентными (скрытыми) параметрами обучения – 
сложностью заданий и уровнем подготовки обучаемых. Однако сами эти значения остаются 
неизвестными. Поэтому основная цель данной работы – разработка метода определения 
латентных параметров обучения. Для достижения этой цели проведено исследование связи 
между моделью обучения из двух состояний и моделью Раша, а также описан алгоритм 
управления процессом обучения на основе получаемых результатов тестирований с учетом 
затраченного времени. Модель обучающей системы, включающей два состояния. Этими состояниями яв-
ляются: активное обучение (передача знаний и тренинг) и контроль знаний [5]. Такая модель 
может рассматриваться как марковский процесс типа «гибель – размножение» с двумя состоя-
нии и непрерывным временем. Пусть случайная величина T  – время обучения; )(0 tP  – вероят-
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ность успешного завершения процесса обучения не позже, чем за время t ; )(1)( 01 tPtP   – 
вероятность успешного завершения процесса обучения не раньше, чем за время t , или оценка за 
обучение. Поведение такой модели обучения описывается системой уравнений Колмогорова [5] 
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где   – интенсивность состояния активного обучения;   – интенсивность состояния 
решения задачи и контроля знаний. 
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предельные значения параметров процесса.  
Представим обучение как процесс обработки информации или как 

последовательность элементарных операций преобразования данных (ОПД) [6]. Тогда 
интенсивность   – это количество ОПД, выполненных в единицу времени в состоянии 
активного обучения. Величину, обратную интенсивности  1  – время выполнения 
одной ОПД, примем за уровень подготовки обучаемого. Интенсивность   – это количество 
ОПД, выполненных в единицу времени в состоянии (режиме) контроля знаний, или скорость 
обработки информации. Величина, обратная интенсивности (  1 ), – среднее время 
выполнения одной ОПД. Мы будем трактовать эту величину как трудность задачи [5]. 

В (2) вероятность успешного завершения процесса обучения равна 
)()()( 00 tFPtP  ,                                                            (4) 

т.е. произведению вероятности )(0 P  завершения процесса обучения «вообще» (3) на 
вероятность  
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                                                             (5) 
завершить процесс обучения не позже, чем за время t . 

Вероятность завершить процесс обучения не раньше, чем за время t , равна  
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где  

tetp 


)(  –                                                                     (7) 
это вероятность завершить процесс активного обучения за время, не меньшее чем t , а  
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

)(  –                                                                      (8) 
вероятность завершить процесс контроля знаний за время, не меньшее чем t .  

Из (6) следует независимость процессов активного обучения и контроля знаний. 
Согласно аксиоме локальной независимости Лазарсфельда [4] будем считать величины   и 
  также независимыми. Функция распределения времени активного обучения равна  

tetptF 


 1)(1)( ,                                            (9) 
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а плотность распределения –  
tetf 

  )( .                                                          (10) 
Тогда дифференциальная энтропия, или среднее количество информации для 

активного обучения, равна  
    eeTH lnln)( ,                                           (11) 

а  
   ee1 .                                                              (12) 

Соответственно, функция распределения времени контроля знаний равна  
tetptF 


 1)(1)( ,                                              (13) 

а плотность распределения –  
tetf 

  )( .                                                             (14) 
Тогда дифференциальная энтропия, или среднее количество информации для 

контроля знаний, равна  
    eeTH lnln)( ,                                             (15) 

а  
   ee1 .                                                                (16) 

Если в качестве единицы времени выбраны минуты, то   и   измеряется в мин;   
и   – в минопд , где опд  – это одна ОПД; а   и   – в логитах. Величины   и   (а 
также соответствующие им   и  ) являются непрерывными латентными переменными [3] 
и для их нахождения необходимо использовать методы статистической оценки.  

В итоге предельное значение вероятности успешного решения заданий может быть 
представлено формулой 

           eeeP 11111111)(0 .   (17) 
Связь с моделью Раша. В однопараметрической модели обучения Раша [13] 

уравнение, определяющее вероятность того, что обучаемый с уровнем подготовки s  
выполнит задание трудности d , так называемая функция успеха, 

 sdsdP  11),(                                                        (18) 
или  

   eP 11),( ,                                                      (19) 
где ed   (или dln ), es   (или sln ). 

С точностью до обозначений (18) совпадает с формулой для )(0 P , т.е. с формулой  
(3), а формула (19) – с формулой (17). Таким образом, модель ОС из двух состояний может 
рассматриваться как развитие модели Раша, а функцию успеха Раша целесообразно считать 
равной предельному значению вероятности успешного решения заданий )(0 tP . 

Сравнительный анализ моделей. Пусть обучение проводится в три этапа, и ОС 
может находиться в одном из трёх состояний: передачи знаний, выработки умений с 
помощью тренинга; проверки навыков с помощью тестирования. Умения предполагают, что 
обучаемый просто умеет решать задачу, а навыки – что задача должна быть решена как 
можно быстрее. При этом может задаваться максимально допустимое или желательное 
время решения ТЗ – по их совокупности и/или для каждого ТЗ по отдельности.  

Для проверки знаний используется набор контрольных вопросов (т.е. ТЗ) по изучаемой 
теме. Выработка и проверка умений выполняется в процессе тренинга под руководством пре-
подавателя с обязательным решением всех тренировочных задач. Проверка навыков в процес-
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се тестирования предполагает самостоятельное решение обучаемым набора ТЗ. Они должны 
быть расположены в порядке возрастания трудности и, кроме того, быть адекватными уров-
ням подготовки обучаемых. В случае тренинга сложность задач должна быть не ниже уровня 
подготовки обучаемых, так как в результате этот уровень должен повышаться. Сложность ТЗ 
может быть не выше уровня подготовки обучаемых, так как в эти задания входят задачи, ко-
торые обучаемый уже должен уметь решать, а при проверке навыков важен фактор скорости 
решения задач. Выбор соотношений между уровнем сложности заданий и уровнем подготовки 
обучаемых на этапах тренинга и тестирования является самостоятельной задачей. Эти соот-
ношения можно подобрать, например, одним из итерационных методов. 

Примем, что в процессе обучения принимает участие n  обучаемых. После 
проведения каждого этапа обучения необходимо проверить результат с помощью 
контрольных ТЗ. Пусть эти задания состоят из m  вопросов или задач. По результатам 
испытаний составим две таблицы, состоящие из n  строк и m  столбцов: таблицу A  и 
таблицу T . Таблица A  содержит результаты по дихотомическому принципу: 1ija , если 

i -й обучаемый правильно выполнил j -е задание и 0ija , в противном случае. Таблица T  

содержит набор ijt , т.е. времен, потраченных i -ым обучаемым на выполнение j -го задания. 
Рассмотрим особенности обработки полученных результатов в модели Раша и в 

модели обучающей системы из двух состояний. 
Модель Раша для определения латентных параметров является одним из разделов 

теории латентного анализа Лазарсфельда [12], целью которого была обработка результатов 
социологических опросов. По результатам таких опросов составлялись таблицы, 
построенные по дихотомическому принципу. Поэтому в модели Раша используется только 
таблица A , которая называется матрицей ответов. Перед обработкой из неё удаляются 
строки и столбцы, содержащие все нули и все единицы. После этого производится 
обработки таблицы – при этом используется логистическая однопараметрическая модель 
Раша в модификации Ю.М. Неймана [10]. 

Таким образом, модель Раша не подходит для оценки результатов тренинга, в 
процессе которого обучаемым решаются все задачи, а таблица результатов A  состоит из 
одних единиц. 

В случае тестирования, при котором оцениваются навыки, время решения задач 
становится решающим фактором получения оценки, так как навыки предполагают не только 
и не столько умение правильно решать задачи (что отражается в таблице A ), но и решать их 
за приемлемое время (что отражается в таблице T ). Следовательно, можно ожидать, что 
таблица A  результатов тестирования будет содержать много строк и столбцов, состоящих 
из одних единиц. Это делает модель Раша менее пригодной для оценки результатов 
тестирования, чем модель обучающей системы из двух состояний (1). 

Управление процессом обучения. На основании полученных результатов 
предлагается следующая процедура работы ОС. Перед началом обучения с помощью 
экспертной группы выполняется отбор ТЗ, решение задач и определение их сложности. 
Выбор экспертов проводится таким образом, чтобы их коэффициент конкордации был 
близок к 1 [11]. Затем выполняется входное тестирование обучаемых и определение уровней 
их подготовки. После этого проводится передача знаний, тренинг и тестирование для 
определения уровня знаний на основе использования ТЗ. 

При проведении тренинга примем за аксиому закон Йеркса-Додсона, который ут-
верждает, что «по мере увеличения интенсивности мотивации качество деятельности изме-
няется по колоколообразной кривой: сначала повышается, а затем постепенно снижается» 
[11, с. 7]. Поэтому целесообразно решение последовательности задач, упорядоченных по 
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возрастанию трудности. Вначале решаются задачи, трудность которых совпадает с текущим 
уровнем подготовки обучаемых, затем оценивается уровень подготовки обучаемых. Если он 
повысился, то выбирается следующая последовательность задач с более высоким значением 
трудности и тренинг продолжается. Процесс наращивания трудности прекращается, когда на 
очередном этапе решение задач не приводит к повышению уровня подготовки обучаемых. 
При этом предполагается, что достигнут «максимальный» результат тренинга.  

После тренинга выполняется тестирование с помощью задач, трудность которых 
равна текущему уровню подготовки обучаемых. На основе этого определяется итоговый 
уровень подготовки обучаемых. 

Представленные в статье результаты исследований были использованы автором при 
разработке автоматизированной ОС по курсу математической логики и теории алгоритмов. 

Итак, сделаем выводы.  
1. Использование модели Раша, в которой оценка итогов обучения осуществляется 

путем обработки ответов на ТЗ, представленных в дихотомических и порядковых шкалах, не 
позволяет найти значения всех латентных параметров обучения, а лишь соотношение между 
этими параметрами.  

2. Описанная в работе модель обучения, учитывающая затраченное на выполнение 
ТЗ время, позволяет найти более объективные значения оценок для обучаемых, определить 
их уровень подготовки и сложности заданий.  

3. В конечном счете, это позволяет более эффективно управлять процессом обучения. 
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