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В практических реализациях робототехнических мехатронных систем устранение и компенсация шума и 

ошибок датчиков положения требуют разработки эффективных наблюдателей состояний. В статье рассматривается 
одномерный обратный маятник с маховиком, являющийся основой для стабилизации многих управляемых механи-
ческих систем. В качестве базовой модели используется современный практически важный класс моделей управляе-
мых систем – системы, частично линеаризуемые через замену координат (Partially Linearizable via Coordinate 
Change). Для данного класса систем ранее был предложен глобально экспоненциально-устойчивый наблюдатель на 
основе наблюдателя Люенбергера. Произведен синтез наблюдателя угловой скорости такого типа к модели обратно-
го маятника с маховиком. Предложено удобное преобразование координат для частичной линеаризации модели. 
Идентифицированы параметры наблюдателя для экспериментального стенда. Приведены результаты сравнения точ-
ности глобально экспоненциально-устойчивого наблюдателя по сравнению с наблюдателем с высоким коэффициен-
том усиления, построенном на основе скользящего режима. Исследование моделей наблюдателей выполнено в среде 
MATLAB/Simulink для модели обратного маятника с маховиком. Результаты имитационного моделирования пока-
зывают эффективность ГЭУ наблюдателя. 
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In practical implementations of robotic mechatronic systems, the elimination and compensation of noise and errors 

of position sensors require the development of effective state observers. The article discusses a one-dimensional inverted 
pendulum with a reaction wheel, which is the basis for the stabilization of many controlled mechanical systems. As a base 
model, a modern, practically important class of Partially Linearizable via Coordinate Change (PLvCC) controlled systems is 
used. For this class of systems, a globally exponentially stable (GES) observer was previously proposed based on Luen-
berger-like observer. An observer of angular velocity of that kind was synthesized in the article for the model of a reaction 
wheel inverted pendulum. A convenient coordinate transformation for partial linearization of the model was proposed. The 
parameters of the observer for the experimental plant were identified. The results of the comparison of the accuracy of the 
GES observer compared with a high gain observer and a sliding mode observer were given. The study of models of observers 
was carried out in the MATLAB / Simulink environment for the model of a reaction wheel inverted pendulum. Simulation 
results showed the effectiveness of the GES observer. 

Key words: nonlinear systems, state observer, mechanical systems, high-gain observer, sliding mode observer, in-
verted pendulum 

 
Введение. Невозможность с необходимой точностью измерить вектор состояния динамической 

системы исключительно с помощью аппаратных датчиков является одной из серьезных проблем синтеза 
систем управления в робототехнике и мехатронике. Для решения данной проблемы создаются и иссле-
дуются наблюдатели состояний, способные как можно более точно определить состояние системы для 
момента времени ݐ. 

В данной статье рассматривается задача наблюдения скорости для системы обратного маятника 
с маховиком. Эта система представляет практический интерес, как одна из сравнительно простых и в то 
же время адекватных моделей для исследования динамики шагающего робота [1, 2, 4]. Данную систему 
можно отнести к классу систем, частично линеаризуемых через замену координат (Partially Linearizable 
via Coordinate Change, PLvCC). Формальное определение класса PLvCC-систем приводится в [13].  

Пристальное внимание  исследователей к PLvCC механическим системам [8, 11], определяется 
как простотой теоретического построения синтеза управления, так и большим количеством практических 
приложений, для которых такая линеаризация приемлема. PLvCC механические системы были охаракте-
ризованы в [13] через разрешимость уравнения в частных производных (PDE), определяемого матрицей 
инерции. В [13] задача cтабилизации систем PLvCC была сформулирована и решена. Наблюдатель, ис-
пользуемый (рассмотренный) в статье, основан на работе [6], причем он в отличие от варианта [6] осно-
ван на простом решении, легко реализуемом в механической системе. 

В качестве базы исследований использовалась экспериментальная установка, представляющая 
собой перевернутый маятник с маховиком с закрепленным нижним концом. Маховик приводится в дви-
жение бесколлекторным двигателем постоянного тока мощностью 70 Вт (Maxon EC 45), который управ-
ляется с помощью контроллера (Maxon EPOS2 50/5) в режиме крутящего момента. Угол маятника изме-
ряется оптическим датчиком. 

Динамика рассматриваемой системы описывается уравнениями Гамильтона в форме: 

̇ݍ
Ṗ
൨ = 0× ܫ

ܫ− 0×
൨∇ݍ)ܪ, ܲ) + 0×(ݍ)ܩ ൨(1)                                                     ݑ 

c функцией полной энергии ܪ:ℝ ×ℝ → ℝ 
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,ݍ)ܪ ܲ) =
1
2ܲ

ିܯଵ(ݍ)ܲ +  ,(ݍ)ܸ

где ݍ, ܲ ∈ ℝ – обобщенные положения и моменты соответственно, ݑ ∈ ℝ – управляющее воздействие, 
݊ ≥ ݉, матрица инерции ܯ:ℝ → ℝ× такая что (ݍ)ܯ > 0, ܸ:ℝ → ℝ – функция потенциальной энер-
гии и ܩ:ℝ → ℝ× - полноранговая матрица входов.  

Система (1) по определению [13] принадлежит к классу PLvCC, если существует полноранговое 
отображение Ψ:ℝ → ℝ× такое что (частичная) замена координат вида  

,ݍ)  ( ↦ ,ݍ) Ψ(ݍ)ܲ), (2) 
которое преобразует (1) в 

  
ݍ̇ = ℳ(ݍ)
̇ = −Ψ்(ݍ)[∇ܸ(ݍ) −  (3) ,[ݑ(ݍ)ܩ

где для упрощения нотации мы ввели полноранговое отображение ℳ:ℝ → ℝ× так что  

ℳ(ݍ) =  .(ݍ)Ψି(ݍ)ଵିܯ
Главным достоинством PLvCC-систем является то, что согласно (3), динамика системы является 

линейной по воздействующим импульсам. В терминах Лагранжева описания системы это означает, что 
для PLvCC-систем квадратичные компоненты скорости, возникающие в векторе Кориолисовых и цен-
тробежных сил, исчезают, когда динамика описывается в новых координатах. 

В статье исследуется применение глобально экспоненциально устойчивого наблюдателя скоро-
сти для класса PLvCC-систем, предложенного в [7] к модели обратного маятника с маховиком, являюще-
гося частным случаем PLvCC-систем. Кроме того, проводится сравнительный анализ точности предло-
женного наблюдателя с наблюдателями других типов. 

Вывод уравнений движения в форме Лагранжа. Для построения наблюдателей с высоким ко-
эффициентом усиления и наблюдателя на основе скользящего режима нам потребуется описание систе-
мы (1) в форме Лагранжа.  

На рисунке 1 представлена схема обратного маятника с маховиком. 
 

 
 

Рисунок 1 – Схема обратного маятника с маховиком 
 

Введем обозначения: ݉ – масса маятника, ݉ – масса ротора, ݈ – расстояние от шарнира до 
центра масс маятника, ݈ – расстояние от шарнира до центра масс ротора, ܬ – момент инерции маятника 
при вращении вокруг центра масс, ܬ – момент инерции ротора, ߠ – угол маятника относительно вертика-
ли, ߠ – угол ротора относительно маятника, ߬ – момент, прикладываемый к ротору, ܥ – коэффициент 
вязкого трения в шарнире маятника, ܥ – коэффициент вязкого трения ротора. Состояние системы опи-
сывается вектором обобщенных координат ݍ = ߠ) ,  .(ߠ

Кинетическая энергия маятника определяется соотношением: 

ܶ =
1
2
൫݈݉ଶ +  .ଶߠ൯̇ܬ

Кинетическая энергия маховика определяется соотношением: 

ܶ =
1
2݈݉ଶ̇ߠଶ +

1
2 ܬ

൫̇ߠ + ൯ߠ̇
ଶ
. 

Общая потенциальная энергия системы определяется соотношением: 
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ܸ = ൫݈݉ +݈݉൯݃cosߠ. 
Лагранжиан системы записывается как 

ܮ = ܶ + ܶ −ܸ.                  (4) 
Введем новые обозначения: ݈݉ = ݈݉ +݈݉,  ܬ = ܬ +݈݉ଶ +݈݉ଶ. 
С учетом введенных обозначений лагранжиан (4) будет иметь следующий вид 

ܮ = ଵ
ଶ
ଶߠ̇ܬ + ଵ

ଶ
ߠ൫̇ܬ + ൯ߠ̇

ଶ
−݈݉݃cos(5)                                                       ߠ 

Пользуясь уравнениями Лагранжа второго рода, получим из лагранжиана (5) уравнения движе-
ния обратного маятника с маховиком: 

ቊ
ߠ̈ܬ + ߠ̈ܬ = ߠ̇ܥ− + ߬;
ܬ) + ߠ̈(ܬ + ߠ̈ܬ −݈݉݃sinߠ = ̇,ߠܥ−

                                              (6) 

где ߬ =   .ток, подаваемый на двигатель маховика – ܫ ,постоянная момента маховика – ݇ ,ܫ݇
Выразим вторые производные из уравнения (6): 

ቐ
ߠ̈ =

ାೝ
ೝ

൫߬ − ൯ߠ̇ܥ −


sinߠ + 


;ߠ̇

ߠ̈ = − ఛ

+ 


sinߠ − 


ߠ̇ + ೝ


ߠ̇ .

                                       (7) 

Перепишем (6) в матричной форме: 
ݍ̈ܯ + ݍ̇ܥ + ∇ܸ =  (8)                          ,	߬ܩ

где     ܯ = ൬ܬ ܬ
ܬ ܬ + ݍ ,൰ܬ = ߠ) , ܸ∇ ,(ߠ = ൬0−݈݉݃sinݍଶ

൰, ܥ = ൬
ܥ 0
0 ܥ

൰, ܩ = ቀ10ቁ. 

Синтез наблюдателей. Рассмотрим систему (6) при С = ܥ = 0. В этом случае уравнения (7) 
примут вид: 

ቐ
ߠ̈ =

ାೝ
ೝ

ܫ݇ − 

sinߠ

ߠ̈ = − 

ܫ + 


sinߠ

                         (9) 

Наблюдатель с высоким коэффициентом усиления будем строить в форме [9]: 

̇ߠ = ̈ߠ + ቀభ
ఌ
ቁߠ෨

̈ߠ =
ାೝ
ೝ

измܫ݇ −


sinߠизм + ൬మ

ఌ
మ൰ߠ෨

̇ߠ = ̈ߠ + ቀభ
ఌ
ቁߠ෨

̈ߠ = − 

измܫ +



sinߠизм + ൬మ

ఌ
మ൰ߠ෨

,                                 (10) 

где ߠ̇, ߠ̈, ߠ̇, ߠ̈ – оценки величин ̇ߠ, ̈ߠ, ̇ߠ̈ ,ߠ	соответственно, ℎଵ, ℎଶ, ߝ > 0 – параметры настройки 
наблюдателя. 

Ошибки наблюдения определяются как: 
෨ߠ = измߠ − ߠ
෨ߠ = измߠ − ߠ

.       (11) 

В уравнениях (10), (11) и далее переменные с нижним индексом изм обозначают измеренные 
сенсорами (моделями сенсоров) значения соответствующих величин.  

Характеристика используемых при имитационном моделировании структурных схем. 
Структурная схема наблюдателя (10) в MATLAB/Simulink приведена на рисунке 2. 

Наблюдатель на основе скользящего режима строится в форме [9]: 

̇ߠ = ̈ߠ +Фଵ൫ߠ෨൯

̈ߠ =
ାೝ
ೝ

измܫ݇ −


sinߠизм + Фଶ൫ߠ෨൯

̇ߠ = ̈ߠ + Фଵ൫ߠ෨൯

̈ߠ = − 

измܫ +



sinߠизм +Фଶ൫ߠ෨൯

.                                 (12) 

Выражения для Фଵ и Фଶ определяются как 
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Фଵ(ݔଵ) = 
ଵభหݔଵหߤ√1,5

భ
మsign൫ݔଵభ൯

ଵమหݔଶหߤ√1,5
భ
మsign൫ݔଵమ൯



Фଶ(ݔଶ) = 
ଵభหݔଵหߤ√1,5

భ
మsign൫ݔଵభ൯

ଵమหݔଶหߤ√1,5
భ
మsign൫ݔଵమ൯



,                                           (13) 

где ߤଵ, ଶߤ > 0 – параметры настройки наблюдателя. 
 

 
 

Рисунок 2. Структурная схема наблюдателя с высоким коэффициентом усиления в MATLAB / Simulink 
 
Структурная схема наблюдателя, соответствующая формулам (12), (13) приведена на рисунке 3.  
 

 
 

Рисунок 3 – Структурная схема наблюдателя на основе скользящего режима в MATLAB/Simulink 
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Для построения глобального экспоненциально устойчивого наблюдателя для PLvCC-систем 
проведем частичную замену координат (2) для нашей модели. При этом в качестве Ψ возьмем нижнюю 
треугольную матрицу преобразования Холецкого для ିܯଵ [5]. В этом случае мы получим ℳ = Ψ. 

Наблюдатель будем строить в форме стандартного наблюдателя Люенбергера [7, 13]: 
ො̇ݍ = Ψ̂ − ොݍ)ܮ − (ݍ
̂̇ = −Ψ்[∇ܸ(ݍ) − [ݑ(ݍ)ܩ − ΓΨ(ݍො − (ݍ

,                                 (14) 

где ܮ, Γ ∈ ℝ× , ,ܮ Γ > 0 - параметры настройки. В этом случае уравнения ошибок будут иметь вид: 
̇ݍ = ݍܮ− +Ψ
̇ = −ΓΨݍ

.                   (15) 

Структурная схема наблюдателя (14) приведена на рисунке 4. 
 

 
 

Рисунок 4 – Структурная схема глобально экспоненциально устойчивого наблюдателя в MATLAB / Simulink 
 

В целях сравнения наблюдателей, для наблюдателя (14) выполняется преобразование импульса в 
скорость с помощью соответствующего блока имитационной модели. 

Методика имитационного моделирования и его результаты. Для проведения сравнительного 
анализа наблюдателей в MATLAB/Simulink была создана модель обратного маятника с маховиком с бло-
ком сенсоров (рис. 5), квантующих модельные сигналы. Получающиеся квантованные с интервалом గ

ହ
 

измерения передаются наблюдателям в качестве величин [ߠизм;	ߠ	изм;	ܫизм]T. 
 

 
 

Рисунок 5 – Модель квантующих сенсоров 
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На вход модели подается синусоидальная волна (рис. 6) и исследуется устойчивость наблюдате-
лей, синтезированных в предыдущем разделе. 

В таблице 1 приведены параметры наблюдателей. 
 

 
 

Рисунок 6 – Параметры синусоидальной волны 
 

Таблица 1 – Параметры наблюдателей, использованные при имитационном моделировании 
Наблюдатель Параметр Значение 

с высоким коэффициентом усиления ℎଵ 1 
ℎଶ 0,03 
  0,01ߝ

скользящего режима ߤଵ 2 
 ଶ 1ߤ

ГЭУ ܮ ቀ50 0
0 10ቁ  

Γ ቀ0,1 0
0 10ቁ  

 
На рисунке 8а, б приведено сравнение модельной траектории системы с полученными  

по квантованным измерениям предсказаниями наблюдателей для величины угловой скорости маятника ̇ߠ. 
В таблице 2 приведено численное сравнение точности наблюдателей по среднеквадратичной 

ошибке. 
 

Таблица 2 – Численное сравнение наблюдателей 
Наблюдатель Среднеквадратичная ошибка × 10ିଷ 

с высоким коэффициентом усиления 15,3632 
скользящего режима 11,0017 
глобально экспоненциально устойчивый 6,7178 

 
Сравнение оценок точности показывает эффективность ГЭУ наблюдателя.  
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(а) в крупном временном масштабе б) в мелком временном масштабе 

 

Рисунок 8 – Сравнение наблюдателей траектории ̇ߠ 
 

Заключение. Рассмотрено применение ГЭУ наблюдателя скорости для PLvCC-систем к модели 
обратного маятника с маховиком. Результаты имитационного моделирования показывают превосходство 
данного типа наблюдателя над наблюдателем с высоким коэффициентом усиления и наблюдателем на 
основе скользящего режима.  

Разработанный вид наблюдателя предназначен для реализации в различных конструкциях шага-
ющих роботов [3, 12] в системе поддержания равновесия при шаге робота. Целью его использования яв-
ляется  компенсация ошибок датчика положения при наличии шумов измерения текущего угла отклоне-
ния центра масс от положения равновесия. 
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