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Одним из типов вычислительных систем являются вычислительные кластеры. Они используются для обслу-

живания приходящих заданий. Важным способом анализа нагрузки вычислительных кластеров является моделирование 
их работы с использованием модели входящей нагрузки. В работе в рамках такого моделирования предлагается исполь-
зовать метод моментов с целью определения параметров гиперэкспоненциального распределения с двумя ветками  
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для модели входящей нагрузки. Это позволяет заметно сократить время аппроксимации модели входящей нагрузки по 
сравнению с методом наибольшего правдоподобия, но снижает качество результатов. Для проверки этого качества в 
данной статье используется метод имитационного моделирования аппроксимированной нагрузки и сравнение результа-
тов вычислительных экспериментов с оригинальной (фактической) нагрузкой, взятой из лога вычислительной системы. 
Результаты для ранее предложенных моделей входящей нагрузки сравниваются с теми расчетами, которые приводятся  
в данной работе. Обоснована целесообразность использования выбора между двумя методиками для решения задач 
аппроксимации. 

Ключевые слова: метод моментов, интегральная функция распределения, нагрузки вычислительных систем, 
не масштабируемые задачи, время выполнения заданий, имитационное моделирование, стохастическая аппроксимация 
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Введение. Проблема рационального выполнения параллельных и высокопроизводительных вычис-
лений сейчас достаточно актуальна [8]. В частности, стоит вопрос оптимального балансирования нагрузки и 
подбора оптимальной производительности [7] вычислительных кластеров (ВК). Одним из возможных путей 
решения этой задачи является моделирование работы ВК, в том числе и имитационное [11]. Последнее требу-
ет построения математической модели ВК и поступающей на нее (т.е. входной) нагрузки [16].  

В данной работе мы рассмотрим один из аспектов моделирования работы ВК – аппроксимацию 
конкретных непрерывных случайных величин в процессе создания модели входной нагрузки (МВН).  

Целью данной работы является решение задачи сокращения времени аппроксимации непрерыв-
ной случайной величины гипер-распределением за счет перехода от метода моментов (ММ) к методу 
наибольшего правдоподобия (МНП). 

Общая характеристика проблематики работы. Ранее нами уже была построена модель [2, 4] 
рассматриваемого далее ВК и предложены способы моделирования для нее входящей нагрузки [1, 3].  

Реальный ВК построен из вычислительных машин, которые обслуживают поступающие задания [17].  
В данной работе используется представление такого ВК в виде обслуживающего блока с единой не приоритет-
ной, не ограниченной по размеру очередью. Это обеспечивает обслуживание всех входящих заданий.  

Каждое задание может исполняться параллельно на нескольких машинах (каналах обслужива-
ния). Количество вычислительных машин, на которых исполняется задание, называется его шириной. 
Будем считать, что ширина задания определяется в момент его создания, что является довольно частым 
допущением [10, 13–16].  

Введем следующие определения [6]. Длиной задания назовем время его выполнения. Площадью 
задания назовем произведение длины на ширину. Очевидно, что площадь – это сложность задания. Она 
же представляет собой суммарное машинное время обслуживания. Отметим, что авторы существующих 
публикаций по теме данной статьи используют и иную терминологию. 

При завершении исполнения очередного задания очередь просматривается вся от начала и до 
конца для выбора (извлечения) заданий на выполнение. При этом извлекаемых из нее заданий может 
быть несколько – ведь ушедшее из очереди (т.е. исполненное) задание может освободить не только один, 
но и несколько каналов. Задание, для выполнения которого имеется достаточное количество свободных 
машин, ставится на исполнение. Затем просмотр очереди продолжается со следующего за ним задания.  

Пример распределения заданий по узлам ВК дан на рисунке 1.  
 

 
 

Рисунок 1 – Пример распределения заданий по узлам ВК 
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На нем представлено параллельное исполнение заданий с ширинами 1, 2, 5 и 8. При этом каждое из 
заданий может занимать произвольные узлы. Даже при наличии заданий в очереди, часть узлов может про-
стаивать. В нашем примере, в очереди могут быть задания шириной шесть и более, которым для момента, 
показанного на рисунке, нет места на исполнение, т.е. нет достаточного количества узлов ВК. Более узкое 
задание, которому такого места хватает, должно быть извлечено из очереди, несмотря на то, что оно при-
шло позднее стоящих впереди него. Поскольку порядок обслуживания заданий может не соответствовать 
порядку их прихода (поступления в очередь), то номера заданий на рисунке идут не подряд. 

Длиной очереди назовем количество, находящихся в ней заданий. Шириной (сложностью, пло-
щадью) очереди — сумму ширин (сложностей, площадей) входящих в нее заданий. Аналогично опреде-
лим понятия длины, ширины и площади всей вычислительной системы, т.е. ВК. 

Для генерации случайных нагрузок были предложены [3] различные МВН. В основе их лежат 
идеи разделения входного потока на несколько потоков по ширине заданий и/или искажения временной 
шкалы для моделирования нестационарной интенсивности приходящих заданий. 

При использовании любой из этих моделей возникает необходимость аппроксимации следую-
щих видов случайных величин [10, 13, 15, 16].  

(1) Интервалов времени между моментами прихода заданий. (2) Ширин заданий. (3) Длин или 
площадей заданий.  

Ширина является дискретной случайной величиной и представлена конечным числом значений. 
Поэтому ее можно аппроксимировать просто в виде массива вероятностей для набора ширин.  

Для аппроксимации интервалов времени между моментами приходами заданий, длины или пло-
щади необходимо использовать непрерывную случайную величину. Эту аппроксимацию можно осуще-
ствить как с помощью ММ, так и МНП. 

Согласно [10, 13–16] и [1, 3] аппроксимируемые параметры являются случайными величинами с 
большим коэффициентом вариации, поэтому гипер-распределения подходят для целей аппроксимации. 
Предыдущие работы [1, 3] показали, что одни из самых точных аппроксимаций дает МНП для гиперэкс-
поненциального и гипергамма-распределения. Наши аппроксимации МНП требуют значительных вы-
числительных ресурсов, при этом ММ для этих целей не применялся. В работе [13] показано, что воз-
можно использование ММ на гиперэрланговом распределении, но для этого пришлось искусственным 
путем сократить число определяемых параметров. 

В своей работе мы проводим моделирование нагрузок ВК систем (генерацию) и моделирование 
обслуживания этих нагрузок. В качестве исходного материала мы используем реальные нагрузки ВК, 
взятые из логов. Для проверки качества аппроксимаций мы сравниваем результаты моделирования сге-
нерированной нагрузки с результатами моделирования исходной нагрузки (детерминированная имита-
ционная модель [2, 4]). 

Введем следующие обозначения: )(XE  – математическое ожидание величины X, )(XVAR  – ее 

дисперсия, )(XstDev  – среднее квадратичное отклонение, 
)(

)()cov(
XE

XstDev=X  – коэффициент вариации. 

Если мы имеем дело с оценкой момента, то будем писать над ней горизонтальную черту. 
Оценки этих параметров можно дать по формулам: 
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где N  – число наблюдений, iX  – конкретное i-ое наблюдение. 

Нам ТАКЖЕ потребуются  xpdf  и  xcdf  – дифференциальная и интегральная функции рас-
пределения. 

Обозначим через  nH  гиперэкспонециальное распределение: 
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где n  – количество веток распределения (задается перед аппроксимацией как один из параметров рас-

пределения), iα  – вероятности использования веток ( 01  iα , 1
1

=α
n

=i
i ), iλ  – интенсивность состав-

ляющего его экспоненциального распределения на ветке № i  ( 0iλ ). Стоит также отметить, что 

  1Xcov .  
Начальные моменты имеют вид: 
 

  
n

=i
k
i

ik

λ
αk!=XE

1

.  (5) 

 

В частности, математическое ожидание есть: 
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Из центральных моментов нам потребуется только дисперсия: 
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Из условия 1
1

=α
n

=i
i  следует, что одна из iα  задается по остаточному принципу. Поэтому число 

параметров этого распределения равно 12n  . 
В [1, 3] использованы такие подходы к аппроксимации как ММ и МНП. Однако для гиперэкспо-

ненциального распределения авторами [1, 3] был применен только МНП, который требует использова-
ния больших вычислительных ресурсов.  

Использовать ММ можно лишь для распределений, у которых не более четырех параметров, так как 
на практике определение моментов выше четвертого порядка затруднено из-за большой доли случайности. 

Число параметров гипеэкспоненциального распределения равняется 12n  , поэтому для распре-
деления с двумя ветками ММ все-таки применим. Число параметров гипегамма-распределения равняется 

13n  , поэтому даже для распределения с двумя ветками ММ не применим. Рассматривать вариант с одной 
веткой нет смысла, так как это обычно будет экспоненциальное или гамма-распределение, которые уже 
рассмотрены в [1, 3]. 

Конкретная цель – необходимо получить аппроксимацию случайной величины с большим ко-
эффициентом вариации ММ для двухветочного гиперэкспоненциального распределения. 

Теоретическое рассмотрение вопросов. В данной работе используется ММ для аппроксимации 
двухветочным гиперэкспоненциальным распределением. Для этого введем упрощенные обозначения: 
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Преобразуем выражение для математического ожидания на основе формулы (6) из 
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Преобразуем выражение для дисперсии (7) из 
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Обозначим: 

2
12 ν=β .      (12) 

Под корнем гарантировано находится неотрицательное число, так как   1Xcov=ν .  

В (9, 11) у нас три неизвестных – 1μ , 2μ  и α . Выразим из этих соотношений 1μ  и 2μ . В силу 
того, что уравнение (11) является квадратным, получаем два возможных решения:  
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β
α

α=μ  111
          (13) 

 

β
α

α+=μ
1

12
           (14) 

и 

β
α

α+=μ 111
          (15) 

 

β
α

α=μ



1

12 .           (16) 
 

Очевидно, что при замене α  на α1  ветви просто меняются местами. Поэтому достаточно рассмот-
реть (проанализировать) только одно решение. Остановимся на первом из них, т.е. на формулах (13) и (14).  

Значения 1μ  и 2μ  не могут быть отрицательными. При этом 2μ  гарантировано положитель-

ное. Для 1μ  с целью обеспечения его не отрицательности необходимо выполнение условия: 
 

11


 β
α

α .        (17) 

Отсюда 

2

2

1 β+
βα            (18) 

 

Теперь нам надо получить третье уравнение. Возьмем третий начальный момент (5) 
 

  3
22

3
11

3

3
mα+mα=

!
XE              (19) 

и преобразуем его в форму: 
 

 
    3

2
3
13

3

1
6

μα+αμ=
XE

XE
 .   (20) 

Подставив значения 1μ  и 2μ  и раскрыв скобки, получим: 
 

 
   

32
3

3

1
1231

6
β

αα
α+β+=

XE
XE


 .       (21) 

 

Преобразуем его в форму:  
 

 
=

αα
α



1
12 ,        (22) 

где 
 
  3

2

33

3 31
6 β

β
βXE

XE=γ  .       (23) 

 

Для решения уравнения (22) необходимо возвести обе части в квадрат. В результате мы получим 
два решения при различных γ : 

 

 














4
1

2
1

2 +γ
γ±=α    (24) 

 

Однако одно из этих решений лишнее, так как то же самое получится и при решении уравнения 

 
γ=

αα
α





1
12 . 

Знаки 12 α  и γ  совпадают, поэтому имеем: 















4
1

2
1

2 +γ
γ+=α .      (25) 
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Может сложиться впечатление, что решение уравнения (22) есть при любом значении третьего 
момента. Но это не так, поскольку α  ограничен снизу (18). Поэтому мы вынуждены отойти от равенства 
третьего момента предлагаемой оценке в тех случаях, когда необходимо обеспечить (18). 

Используя минимальное α  из (18) и монотонное строгое возрастание  αα
α



1
12

 из (21), полу-

чим, что 
 
   22

3

3

1
6

β+
XE

XE
 .  (26) 

 

В итоге получаем: 
 

   XE=XE ,    XVAR=XVAR ,        22333 16 β+XE;XEmax=XE , (27) 
 

 
 XE

XVAR=ν 2
2 , 

2
12 ν=β ,  

  3

2

33

3 31
6 β

β
βXE

XE=γ 
 ,            (28) 

 































2

2

2 14
1

2
1

β+
β;

+γ

γ+max=α ,   (29) 

 

 
1

1
11




















 
 β

α
αXE= ,  

1

2 1
1























β

α
α+XE=λ .    (30) 

 

Реальное значение третьего момента может отличаться от аппроксимированного, а вот матема-
тическое ожидание и дисперсия всегда равны своим оценкам по (27). Итак, искомые параметры гипер-
экспоненциального распределения представлены в (29–30). Обозначим такую аппроксимацию гиперэкс-
поненциального распределения с использованием ММ как μH .  

Сравнение расчетных и реальных результатов. В [14] предоставлены логи работы реальных 
вычислительных систем (ВК). Описание потока заданий содержит время прихода задания, его ширину и 
длину. Для аппроксимации этих стохастических параметров используются различные вышеупомянутые 
методики [1, 3], а для моделирования обслуживания нагрузок – средства из [2, 4]. В рамках данной рабо-
ты будет использован лог UniLu-Gaia-2014-2.swf, который принадлежит кластеру UniLu Gaia (The University 
of Luxemburg Gaia Cluster log [12]) с 2004 каналами обслуживания. 

Сравним время работы и качество результата ММ и МНП. В силу универсальности МНП обо-
значим его аппроксимации так же, как и само распределение  nH . Каждая аппроксимация в нашей про-
грамме [2, 4] обычно сопровождается еще и анализом выполнения самой процедуры аппроксимации – 
поэтому тратится дополнительное время на вычисления (табл. 1). Очевидно, что анализ занимает примерно 
2 мин. 30 с. Примеры аппроксимаций эмпирической функции распределения (ЭФР) времени между мо-
ментами прихода заданий изображены на рисунке 2.  
 
Таблица 1 – Скорости выполнения различных видов аппроксимации 

Время выполнения Анализ 

μH   2H   3H  
Не проводится 5 сек. 2 мин. 16 с 10 мин. 31 с 
Проводится 2 мин. 34 сек. 4 мин. 45 с 12 мин. 59 с 

 
Для оценки качества аппроксимации было проведено стохастическое имитационное моделирова-

ние предложенных моделей. С этой целью было усовершенствовано средство, описанное в [2, 4]. В качест-
ве допустимой погрешности имитационного моделирования была взята величина 5 %. В соответствии  
с Центральной предельной теоремой [5] это требует более 40 испытаний на проверку каждого из вариантов.  

Каждая модель нагрузки состоит из двух частей: модели времен приходов заданий и модели об-
служивания (определение длины, ширины и площади). Обсуждение этих моделей, как уже говорилось, 
тема отдельной статьи [1, 3]. Поэтому мы рассмотрим их лишь кратко. 

Начнем с самого простого варианта: A , B , ^B , где A  – аппроксимация некоторым законом 
распределения интервала между приходами заданий, B  – аппроксимация законом распределения пло-
щади (при указании ^ – длины) заданий. Ширина моделируется отдельно по вероятности ее появления. 
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Рисунок 2 – Аппроксимация времен между приходами заданий 
 

Задания различной ширины могут иметь весьма различные характеристики распределения дли-
ны/площади. Поэтому имеет смысл выделить отдельные законы для интервалов ширины [13, 16]. В са-
мом простом случае мы выделяем для каждой ширины свое распределение длины/площади задания. 
Обозначим это значком $ перед обозначением закона распределения площади: $B . В силу того, что  
в каждом из входных потоков будет только одна ширина, длина будет пропорциональна площади и в 
отдельной аппроксимации не нуждается.  

Второй вариант разделения – выделить в отдельную группу каждую ширину, равную степени двой-
ки. Это имеет смысл, так как согласно [15], в логах доминируют именно задания, ширина которых является 
степенью двойки – даже тогда, когда к этому нет технических предпосылок. Такие работы, как [10], выделяют 
еще и другие доминирующие (но слабее, чем степени двойки) ширины заданий, например, кратные десяти. В 
других работах [9] наоборот пытаются уйти от этой тенденции.  

Интервалы ширин между степенями двойки выделим также в отдельные группы: по одной груп-
пе на каждый интервал. То есть будут группы 1, 2, 3, 4, 5–7, 8, 9–15, 16, 17–31, 32, 33–63, 64 и т.д. Обо-
значим такое выделение групп знаком &: B&  и ^B& .  

Аналогичное разделение можно провести и для входных времен заданий: выделим несколько 
входных потоков, в каждом из которых приходят задания с ширинами, относящимися к определенному 
интервалу. Используем аналогичные принципы разбиения и обозначения. Получатся $A , A& .  

В [15] предлагается анализировать входной поток как нестационарный. В данной работе будет 
рассмотрено изменение интенсивности потока заявок в течение недели. За начало недели мы взяли пол-
ночь с воскресенья на понедельник. Будем полагать, что интенсивность прихода заданий остается посто-
янной в течение получаса (как в [15]).  

Под приведенной интенсивностью подразумевается:  
 

   
λ

t=tλ λ ,      (31) 

где  tλ  – приведенная интенсивность прихода заданий,  tλ  – интенсивность, λ  – средняя интенсив-
ность в течение недели. 

Для генерации интервала между событиями нестационарного потока исказим временную шкалу. Ин-
тервалом времени между реальными точками 0t  и 1t  временной шкалы будем считать значение интеграла  

 dt
t

tλttL
t

0

0),( .       (32) 

Назовем ее «случайным приведенным временем» между приходами заданий. Такой поток будет 
стационарным и его можно аппроксимировать обычным способом, а потом вернуться к изначальной 
шкале времени. 
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Обозначим такую модель знаком «~» перед обозначением входного потока, например, A~ . 
Здесь сразу же надо оговорить одну важную особенность. Обозначения $A~  и A$ ~  не одинаковы.  
В первом случае мы подразумеваем введение единой интенсивности для всех входных потоков, а во вто-
ром – что каждый поток получает свою собственную интенсивность.  

Таким образом, получаем следующие варианты приходов: A , A~ , $A , A& , $A~ , A&~ , 
A$ ~ , A~&  и варианты обслуживания: B , $B , B& , ^B , ^B& . Сочетание этих двух моделей дает 

модель нагрузки. Будем обозначать его (сочетание) через слеш, например, ^/~& B&A . Итого здесь мы 
имеем 40 комбинаций приходов заданий и параметров их обслуживания. С учетом трех возможных вари-
антов аппроксимации ( μH ,  2H ,  3H ) получаем 120 вариантов моделей.  

В качестве эталонного результата моделирования возьмем результат детерминированного моде-
лирования исходной нагрузки ВК. 

Чтобы выбрать лучший вариант используется критерий отклонения: 

 






 M

1

2

M
1

=i i

ii

P
PP=Dev ,      (33) 

где M  – число параметров, iP  – эталонное значение параметра, iP  – значение, полученное по стохасти-
ческой модели. 

Пять моделей с самым малым значением этого параметра представлены в таблице 2, а пять мо-
делей, полученных по ММ (также с самым  малым значением этого показателя) – в таблице 3.  

В ней указаны два средних времени ожидания. Причина - из-за того, что в очередь не попадают 
все задания, а лишь их определенный процент, то среднее время ожидания можно рассчитывать двумя 
способами. (1) Для всех заданий, учитывая нулевое время ожидания не попавших в очередь (без штриха). 
(2) Только для попавших в очередь (со штрихом).  

 
Таблица 2 – Самые хорошие аппроксимации входной нагрузки  
 ~&H(3)/H(3)^ $~H(2)/$H(2) ~$H(2)/&H(2)^ ~&H(2)/H(2)^ &~H(3)/H(3)^ Эталон 

Среднее время вы-
полнения заданий, сек 14230 14356 14237 14293 14231 14329 

Среднее число вы-
полняемых заданий 95,884 96,679 95,903 96,146 95,86 93,067 

Среднее число заня-
тых каналов 961,21 921,77 919,4 962,9 957,52 872,26 

Среднее время ожи-
дания задания в оче-
реди, с 59,191 83,9 48,56 47,864 103,143 72,41 

Среднее время ожи-
дания задания в оче-
реди’, с 1752,4 2823,8 2393,7 2026,4 2395,1 2259,7 

Доля заданий по-
павших в очередь 0,028911 0,023727 0,018048 0,020327 0,037374 0,032044 

Средняя длина оче-
реди 0,40144 0,56642 0,3279 0,32306 0,70042 0,4703 

Средняя ширина 
очереди 12,375 17,711 13,829 11,628 16,377 15,31 

Среднее время пребы-
вания в системе, сек 14289 14440 14285 14341 14334 14402 

Средняя длина сис-
темы 96,286 97,245 96,231 96,469 96,561 93,537 

Средняя ширина 
системы 973,59 939,49 933,23 974,53 973,9 887,57 

Отклонение от эта-
лона 0,12547 0,14491 0,19336 0,19947 0,20817 0 

Место по степени 
отклонения  1 2 3 4 5  
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Таблица 3 – Самые хорошие аппроксимации входной нагрузки по ММ 
 &~Hμ/$Hμ ~&Hμ/Hμ^ &~Hμ/Hμ^ &~Hμ/&Hμ^ &~Hμ/&Hμ Эталон 

Среднее время вы-
полнения заданий, с 14352 14196 14196 14375 14324 14329 

Среднее число вы-
полняемых заданий 96,511 96,2 96,105 97,161 96,816 93,067 

Среднее число заня-
тых каналов 905,98 966,42 959,97 920,9 910,3 872,26 

Среднее время ожи-
дания задания в оче-
реди, с 38,28 35,247 33,043 28,605 25,24 72,41 

Среднее время ожи-
дания задания в оче-
реди’, с 1873,8 1391,7 1323,5 2327,7 1789,4 2259,7 

Доля заданий по-
павших в очередь 0,016405 0,019913 0,020755 0,007809 0,009683 0,032044 

Средняя длина оче-
реди 0,26044 0,2413 0,2262 0,19438 0,17137 0,4703 

Средняя ширина 
очереди 9,395 12,048 11,916 8,023 7,073 15,31 

Среднее время пре-
бывания в системе, с 14390 14231 14229 14404 14349 14402 

Средняя длина сис-
темы 96,771 96,441 96,331 97,355 96,987 93,537 

Средняя ширина 
системы 915,37 978,46 971,88 928,92 917,37 887,57 

Отклонение от эта-
лона 0,27683 0,27981 0,29096 0,37155 0,38778 0 

Место по степени 
отклонения  15 16 17 21 22  

 
Очевидно, что качество результатов ММ ниже, чем у МНП. Однако с учетом разницы во време-

ни аппроксимации, имеет смысл использование ММ. Также приведенные результаты показывают, что 
нет серьезных оснований использовать трехветочное распределение с МНП. 

Заключение. Таким образом, была получена несколько грубая, но очень быстрая аппроксимация, 
которая дала не самые плохие результаты (см. табл. 1). Время расчета для нее составляет 5 сек. против 126 
сек. по сравнению с двухветочным МНП. Это быстрее примерно в 25 раз при отклонении результата от 
эталона всего в два-три раза больше (см. табл. 2–3) чем у самой лучшей аппроксимации. Также было пока-
зано, что использование трехветочного распределения МНП не обеспечивает значительно лучшего резуль-
тата: отклонение от эталона сокращается на 15 % по сравнению с двухветочным МНП при увеличении 
времени расчета в 4.6 раза.  

Полученная оценка ММ может быть использована при необходимости аппроксимировать дан-
ные большого объема, что позволяет упростить моделирование обслуживания в ВК. Отметим, что ММ 
не применим к гиперэкспоненциальному распределению с большим числом веток.  
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